MINIMIZACION DE FUNCIONES LOGICAS

1.- Concepto de minimizacion; implicantes primos
2.- Minimizacion en diagramas de Karnaugh.

3.- Método de Quine-McCluskey.

4.- Técnica de seleccion de Petrick.

5.- Simplificacion multifuncional.

1 CONCEPTO DE MINIMIZACION. IMPLICANTES PRIMOS

Minimizar una funcion en sentido clasico consiste en obtener una expresion de la misma que contenga el minimo nimero posible de
términos (producto o suma), de forma que cada término contenga el minimo ndmero de literales. Como se puede suponer, es necesario
adaptar estos criterios a las escalas crecientes de integracion de Cl’s.

En el sentido clasico, por tanto, se minimiza para reducir el coste econdmico a la hora de implementar un circuito. Otro factor de
importancia, no obstante, comparable al precio es la velocidad de respuesta del sistema digital, lo que se traduce en un interés por reducir
el nimero de puertas logicas que deben atravesar sucesivamente las entradas. Podemos entender mas claramente ambos factores de
disefio con un ejemplo.

Ejemplo: Sea la funcion digital de cuatro variables expresada de tres modos equivalentes:

f(a,b,c,d)=bca+bd+ bd(@+c)=bca+bd+ bda+ bdc=2m(0,5,6,7,8, 10,13, 15)

La figura 1 ilustra la traduccion de cada una de las expresiones a puertas logicas.
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Fig 1. Implementacién de algunas de las expresiones de la funcién f.
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Desde el punto de vista econémico, la solucion c) parece la menos ventajosa, resultando a a) y la b) mas baratas (sélo cinco
puertas). Desde el punto de vista de la velocidad, los circuitos mas eficaces son el b) y el c), pues las sefiales s6lo atraviesan dos
niveles de puertas, un primer nivel de puertas AND, y un segundo de OR. Reuniendo ambos criterios, economia y velocidad, se
concluye que el circuito mas eficiente es el b).

Como consecuencia de lo comentado en el parrafo anterior, a partir de ahora la minimizacién de las funciones sera una busqueda
de expresiones del tipo suma de productos, procurando que sean lo mas reducidos posible. Puesto que resulta mas caro afiadir nuevas
puertas que usar puertas con mayor nimero de entradas, se buscara en primer lugar reducir el nimero de puertas. Bajo estas
premisas, se define una expresion como minima si:

No existe otra expresion equivalente que contenga menos términos producto.
No existe otra expresion equivalente con igual nimero de términos producto pero menos literales.

Hay que tener en cuenta que pueden existir varias expresiones minimas para una misma funcion.
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En la expresién minima, habitualmente se presupone que es una suma de términos producto y a veces como producto de términos
suma. Es decir, solo con conectivas l6gicas AND, OR y NOT. Pero para algunas funciones podria haber expresiones mas reducidas si
se incluyeran otras conectivas.

Ejemplo: f(Xq, Xp, X3) = Xo X3+ Xo  Xg + Xy X3 = Xp [ X3 + X1 X3

Antes de introducirnos en los distintos métodos de minimizacién, vamos a presentar los conceptos de implicacion e implicante
primo, que nos seran de utilidad mas adelante, asi como algunos teoremas relacionados con ellos.

Una expresion X implica a una expresion Y (X7 Y) si Y vale 1 siempre que x vale 1. Dicho de otra forma: todos los 1’s de X estan
en Y, aunque Y pueda tener mas 1’s.

Se dice que un término producto a es un implicante de una funcién f(xy, X, ..., X,) Si o implica cualquier expresion Y de la
funcion f.

Ejemplo: Dada la funcion f(x;, Xp, X3) = X1 Xo X3+ X1 Xp X3+ X; Xo X3 SU tabla de la verdad es:

X1 Xp Xz f
0 0 0 O
0 0 1 1
01 0 O
01 1 O
1 0 0 O
1 0 1 1
1 1 0 O
1 1 1 1

Se tienen esta implicaciones logicas:
X Xg O f

Xy X X3 O f

X1 Xp Xg [J f

X1 Xp X3
) _XZ X3 [] f
X1 Xp X
En general, todo término producto perteneciente a la expresion de una funcion (desarrollada como suma de productos), es un

implicante de la funcion. Por ello, los minterms de una funcion son implicantes de la funcién. Pero también hay otros términos
producto que no forman parte de la expresion de la funcion y si son implicantes.

Teorema 1. Un término producto o implica a otro 3, si y sélo si cada literal de 3 es un literal de a.
[0B ] [OxB O x@ ]

Demostracion.

Implicacién directa[a@ 10 [Ox; B O x;G@ ]. Lo haremos por reduccion a absurdo.

Supongamos que X; es literal de 3 pero no de a. Si llamamos y a la parte de 3 que no incluye a x;, entonces 3= x; ij.

Por otra parte, dado el término a, existira alguna combinacién de entradas para la cual a=1; y puesto que x; no es literal de a,
para esa combinacion de entrada x; puede ser 0. Entonces 3 = x; [y = 0 Gy = 0 para esa combinacion; y por tanto a no puede implicar a

B

Implicaciéninversa[aB 10 [Ox;, B O x @ ].
Supongamos que todo literal de B es literal de a. Entonces o=, donde y es el término producto que incluye todos los literales
de a que no estan en 3. Es evidente que a sélo puede ser 1 cuando B=1. por tanto, los 1’s de a implican 1’s de B (o} ).

Resulta evidente que la relacion de implicacion es antisimétrica (si XJY e Y[J X entonces X=Y) y transitiva (si X(JY e YOOZ
entonces X=Z). Ademas, se verifica que si X7Y entonces XY=X (pues si X/7Y entonces X=Y ¥, XY= Y[y N=Yy=X).

Un implicante a de una funcion f se dice que es implicante primo de f si no existe un término producto y con menos literales que
atal que a O y O f. Es decir, si al eliminar cualquier variable de a, el producto resultante ya no es implicante de la funcion.

Teorema 2. Toda expresion minima de una funcion f es una suma de implicantes primos.
Demostracion.

Supongamos que X representa una expresion minima de f en la que hay un término producto a que no es implicante primo. Por
tanto, existe un término producto ytal que a 0 y O f; y ytiene menos literales.

Si llamamos 0 a la expresion resultante de eliminar a de X, entonces podemos poner: X=&+a. Ahora construimos la expresion
Y=&+y. Si X es una expresion de f: X[Jf y f[JX;y como y[Jf, por la propiedad transitiva y/7 X. Por tanto: y=yX.

Puesto que a O , se verifica que a=y[d. Entonces: y=yX=y(0+a)=yd+yo=yd+a.



Sustituyendo este resultado en la expresion de Y: Y=5+y=0+yd+a=0+a=X. Lo que nos dice que Y es otra expresion de f, formada,
ademas, sélo por implicantes primos.

Como consecuencia, al sustituir o por el implicante primo asociado y, obtenemos otra expresion Y de la funcién que contiene
s6lo implicantes primos, en la que uno de los productos contiene menos literales que en la expresion “minima” de f. jLuego no es
minimal.

En términos del teorema anterior, sabemos que una expresion minima de una funciéon ha de estar formada por implicantes
primos. Sin embargo, el teorema no nos dice como elegir los implicantes apropiados del conjunto de todos los implicantes primos.
En general, la minimizacién debera realizarse obteniendo el conjunto de los implicantes primos de f y, apoyandose en principios
heuristicos, seleccionar algunos de ellos.

Teorema 3. La expresion que se obtiene sumando todos los implicantes primos de una funcién es una expresion de la funcién
(aunque quiza no sea minima).

Demostracion.
Si X=X p; (p; implicantes primos), bastard con demostrar que X[Jfy f[7X.

Implicacion X[7f.
Es evidente:
O(Xy1, X,..., Xn)OK" | X=1 0 [p;=1, siendo p; un implicante de f, por tanto también f=1

Implicacion f[J X.
O(X1, X0, X)) OK" [ £=1. 0 0m;| Mi(Xq, Xo,.., Xn) = 1. Ahora pueden suceder dos casos:
1°-  mjes implicante primo, es decir esta en X. Entonces X es 1, como se queria demostrar.
2°.-  m;no es implicante primo, es decir, Cp;| m; J p;lJ f. Nos quedamos con m; [7 p;.
Como 7 m; (lo dice la primera linea), por la propiedad transitiva f[7 m;[J p; y como X=X p; se tiene que X=1.

En general, esta suma serd mas reducida que la forma candnica, pero sera redundante en el sentido de que habra minterms que
impliquen mas de un implicante primo, de manera que si suprimimos uno de ellos la expresion suma aun representara a la funcion.

Por ultimo, se dice que un implicante primo p; de f es un implicante primo esencial si existe algin minterm m; de f tal que m;J p;,
y no existe ningdn otro implicante primo tal p, que m;J p,. En otras palabras, existe un minterm que sélo implica a dicho implicante
primo p;. En toda realizacion de f como suma de implicantes primos deben entrar forzosamente los esenciales para que todos los
minterms queden representados.

El siguiente ejemplo ilustra la redundancia de implicantes primos.

Ejemplo: Sea la funcion f=¥m(0,2,3,7)= abc+ abc + abc+abc

Los implicantes primos que se obtienen (no entramos de momento en cdmo) son:

abec :_ac a b c f
% 0 0 0 1
0 0 1 o
abtc =ab N
0 1 1 1
1 0 0 O
s 1010
abc 11 0 O
11 1 1

abc — bc

f= S implicante primos= "a’c+ a b+bc
La expresion que supone este sumatorio no es minima, ya que la expresién "a"c¢ + b c sigue representando a la funcidn en estudio.

La redundancia proviene de que "a b es implicado sdélo por minterms que ya implican a otros. Los otros dos implicantes primos si
son esenciales.
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2 DIAGRAMAS DE KARNAUGH

La simplificacion de las funciones en el diagrama de Karnaugh se basa en el hecho de que los conjuntos de minterms que se
pueden combinar en términos producto mas simples seran adyacentes o apareceran en patrones simétricos en el diagrama. Antes de
describir la técnica de minimizacién con estos diagramas, es conveniente fijar algunos conceptos relacionados con los patrones que
pueden encontrarse en estos diagramas.

Adyacencia de orden 0. Se Ilama asi a toda celda en el diagrama de Karnaugh. Un diagrama de una funcién de n variables contiene 2"
celdas, cada una de las cuales esta asociada a un minterm. Si este minterm esta en la funcion, en la celda se escribe un 1. Si no est4,
se deja vacia.

Adyacencia de orden 1. Es la yuxtaposicion de dos adyacencias de orden O simétricas respecto a algln eje. Una adyacencia de este
tipo simplifica dos minterms en uno solo, con n-1 literales.

Adyacencia de orden 2. Es la yuxtaposicion de dos adyacencias simétricas de orden 1 respecto a algin eje. Es decir, cuatro celdas,
simétricas respecto a dos ejes. Una adyacencia de este tipo simplifica cuatro minterms en uno solo, con n-2 literales.

En general:

Adyacencia de orden k. Es la yuxtaposicién de dos adyacencias simétricas de orden k-1 respecto a algtin eje. Es decir, 2* celdas,
simétricas respecto a k ejes. Una adyacencia de este tipo simplifica 2 minterms en uno solo, con n-k literales.

El diagrama de Karnaugh proporciona un procedimiento para reducir la expresion de una funcién digital. Se trata de localizar
adyacencias que pertenezcan a la funcion. El término producto representativo de la adyacencia formara parte de la expresion de la
funcioén sustituyendo a los minterms de los que procede.

Ejemplo: Sea la funcion de cuatro variables representada con el diagrama de la figura:

X3Xq | 00 |o1 |11 10
X3 Xp \ I
00 \1/ .
01 1 { 1 1
11 A \ 1 1

10 /1\
[

Como se Ve, existen una adyacencia de orden 2 y dos adyacencias de orden 1.
Aplicando teoremas y propiedades, se podria simplificar asi:

(X, X2 Xa, Xa) = X1 Xp X3 Xat Xg” Xo Xz Xa+ Xy Xp Xz Xat Xy Xp XgXa+ Xy Xp Xg Xat Xy Xo Xg Xt Xy Xo© X3 Xg

- _J - NG J
'l ' VY
Xy Xg X4 "Xy Xo X3 X1 X2 X3
— _
—~
X2 X3

f(X1, X0 Xg, Xa) = X2 Xz Xg+Xo Xg+ Xy Xp X3 Xy
Pero esta no es la expresién minima, pues se pueden asociar los minterms ~X; X,” X3~ X4 Y X1 X» X3 X4 para producir el implicante ~

"Xy Xo Xa

Notese que el implicante  ~ X, X, X3~ X4 no era implicante primo
La forma mas simple (mas adelante se vera al algoritmo mediante el cual se llega a ella) es

(X1, X Xg, Xa) = X2 X3 Xg+Xp Xg+ Xy Xo Xg



2.1.- Algoritmo de minimizacion en el diagrama de Karnaugh

El algoritmo de minimizacion en el diagrama de Karnaugh es un procedimiento para obtener el conjunto de todos los implicantes
primos, junto con unas reglas heuristicas para seleccionar un subconjunto suficiente de ellos. Consta de los siguientes pasos:

Extraccion de todas las adyacencias de orden k, tal que cada una cumpla las siguientes condiciones:
v" Todas las celdas que la formen contengan 1 o indiferencia.
v/ Contenga al menos un 1 (no todo sean indiferencias).
v" No esté contenida completamente en ninguna adyacencia de orden superior que cumpla las anteriores condiciones.
Las adyacencias se nombran manteniendo los 0’s y 1’s que no cambian dentro de cada adyacencia. Los que cambian se sustituyen

por guiones.

1°.-

Vamos a ver este conjunto de condiciones con un ejemplo.
Ejemplo: Sea la funcion de cuatro variables representada con el diagrama de la figura:

X3X, | 00 |01 [11 10
X1 Xo \ Y| —— -01-
00 |3
01 [T 1 -]
1 A =
10 I 1] [’ 1) 1 p -1-0
-10- / --10
1-01 10-1

20.- Identificacion de los términos producto que representa cada adyacencia. Los 1’s se sustituyen por la variable de su
correspondiente posicion (sin negar) y los 0’s se sustituyen por la variable negada.
X3Xq | 00 o1 |11 10
X1 Xp \ 4 %X
00 |1 23
01 1 1 -]
A\
11 \ 2 =
L4 —_
10 1 L[] ] Xo X4
X; X3 X3 X
X1 X3 X4 X1 Xo X4

Hasta aqui, el conjunto de todos los productos generados por estos dos pasos constituye el conjunto de todos los implicantes
primos de la funcion. En efecto:

Sean los conjuntos:
P = { productos generados por el algoritmo }
Q = { implicantes primos de f }

Si tomamos un elemento pP, al ser una adyacencia de orden k que contiene 1’s o indiferencias estamos hablando de un implicante
de la funcion; y al no existir una adyacencia de orden mayor que la contenga, es un implicante primo. Por tanto, pCIQ.

Si tomamos un elemento qOJQ, este implicante primo tendrd una adyacencia asociada que contendra 1’s o indiferencias, por
verificarse qO f. Al ser implicante primo no existird otro implicante con menos literales (que corresponderia a una adyacencia de
orden superior) que sea implicado por él. Por tanto qIP.

3°.-  Se seleccionan todos los implicantes primos esenciales. Es necesario coger estos, pues es la Unica forma de coger ciertos
minterms.
X3X, | 00 [o1 |11 10
X1 X2 \ N— _
00 X2 X3
01 1 1] -
11 C J
10 1|71 1P
X2 X3
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4°.-1o0s 1’s que permanecen sin cubrir, “se recogen con los implicantes primos de menor coste”.

X3Xq | 00 o1 |11 10
X3 Xp
00 1 1
01 1 1 -
R N
10 1 1) 1

X1 X3 Xa X1 X2 Xq

En este ejemplo es un 1 el que falta por cubrir. Se puede recoger con cualquiera de las adyacencias de orden 1 en que esta
incluido, pues ambas tienen el mismo coste. Por este motivo, la funcion dada tiene dos representaciones minimas:

X3Xq | 00 o1 |11 10
I
X1 Xo — \ | XX
01 | 1 A -
11 L 1 —
10 1 ]" 1 1P

f:XZ_X3+X2X3 +X1_X3 X4

X, X3
X1 X3 Xa
O bien
X3Xq | 00 o1 |11 10
X1 Xo \ — %o X
00 2 A3
01 | 1 1] -
11 . v —

10 (f’l\l)

\K/ F=% Xg+ XoXg + X1 Xz X4
X2 X3

Indiferencias. Veamos con un ejemplo como podemos aprovechar las indiferencias en la minimizacion.
Ejemplo:

X3X, | 0001 11 [10 Xs |
X1 X
172 X3 _|
00 f
01 X, _| ‘
11 T | -
10 - X1

Las indiferencias significan que jamas se van a producir las combinaciones de entradas
(X]_:l, X2:0 X3:0 X4:O)
(X]_:l, X2:1 X3:1 X4:O)

Como tenemos la seguridad de que nunca se van a producir, podemos construir el circuito de forma que, con ellas, generara una
salida 0 6 1, segin nos convenga. A la hora de minimizar, nos conviene considerar la primera como un 0; y la segunda como un 1,
para asociarlo con el minterm X;X;XsXs.

Otra forma de justificar esta picardia es la siguiente:
Siempre que en la entrada aparezcan (x;=1, X,=1 x3=1), ya se sabra que la otra es x,=1, pues no es posible (x;=1, X,=1 x3=1 x,=0).

Como ya se sabe cudl es la restante (la que provoca la simetria), no es necesario incluirla en la expresion de la funcién, con lo que el
término producto es X;X,Xs.



Ejemplo:

X1 %, F 1 o1 ..
00 O X2 AT T X X
@i | = 0 -
10 1 1 EIE
iq | = ‘
X]_-Xz X1 X2

Mal minimizada: ~x; Xo+ X; X, = X,. No se pueden coger adyacencias que sélo tengan indeterminaciones.

Bien minimizada: X; Xo+ X; Xp = X;.

Ejemplo:
Xix; F . of1] .t _
T E X2 ] X1 X
01 0 =
i 2 1 1 11
X]_-Xz X1 X2

Mal minimizada: “X; Xo+ X; X, = ~X,. Para que realmente sea adyacencia, ha de tener al menos un 1 no incluido en otras
adyacencias. (un minterm que implique ese implicando primo pero que no implique otros implicantes primos)

Bien minimizada: X; Xo+ X3 Xp = Xy.

Ejemplo:
X3 X4 X5 [ 000 1001|011 010 | |110 (111 [101 | 100
X1 Xo 2N .
NS Y. T 1)
01
- 1
11 N cr 11 — _—
N N N =25 ) 1) ; Ssencel |
( } — P X Xs
_______________________________ o
:: . i no esencial X1 XoXs4
esencial no esencial xl_ X3Xy
Xo X3 Xy X1 Xo X3
f= Xz_Xg_ Xy + X1 X2X4+_ X2 _X5 + X]__Xz_ X3
=Xy X3 Xa +Xg XoXa+ Xo Xs+ X XgXg
Ejemplo:
XsXq | 00 [01 [11 10 esencial
| | _SSENEE
X1 Xo L —] X1 X2 X3
00 LW esencial
01 1 1— X
11 - [z 278
10 7 1 no esencial f="X; Xp X3+ XoX3 + X; X3X4 NO €S minima
. / "X X4 o
no esencial f= X{ X3 X3+ XoX3 + X X4 SI €5 minima
X1 X3X4

En este ejemplo, al aplicar el paso 4° del algoritmo, existe una opcién mas econémica que la otra.
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3 METODO DE QUINE-McCLUSKEY

A medida que aumenta el nimero de variables, el método del diagrama de Karnaugh se hace impracticable, pues resulta muy
dificil encontrar adyacencias. Dicho método tiene la desventaja de depender de la capacidad humana de visualizacion de patrones
graficos, lo que le hace propenso a errores.

El método de Quine-McCluskey, aunque es mas largo, es un método sistematico, adecuado para ser programado en una
computadora. En esencia, también es un blsqueda exhaustiva de todas las adyacencias, comenzando por las de orden inferior y
llegando alos implicantes primos. La posterior aplicacion del método de Petrick para seleccionar implicantes primos garantiza la
mejor realizacién.

Se define el indice de un término producto como el nimero de variables no complementadas que contiene. Por ejemplo, el indice
de la expresion x; X, X4 Xs €s 2.

Los pasos que componen el método de Quine-McCluskey los mostraremos con ayuda de un ejemplo.

1°.- Se parte de la funcion expresada en forma canénica como suma de minterms.
f=xm(1, 3,4,5, 8,9, 10, 11, 13, 15, 19, 24, 27, 30, 31)

20.- Se clasifican los minterms por sus indices. Dos minterms sélo podran formar adyacencia si sus indices difieren en una unidad,
por lo que esta clasificacion facilita la blisqueda de adyacencias.

indice 1 indice 2 indice 3 indice 4 indice 5
1...00001 3..00011|11..01011 15...01111|31...11111
4..00100 5..00101|13..01101 27...11011
8..01000 9..01001|19..10011 30...11110

10...01010

24...11010

3°.- Se encuentran todas las adyacencias de orden 1 a partir de los minterms. Para ello se comparan todos los minterms de un indice
dado con todos los minterms cuyo indice es superior en una unidad. Si todas las coordenadas son iguales salvo una formaran una
adyacencia de primer orden. Las adyacencias asi obtenidas se clasifican por grupos.

indicel con indice 2 indice 2 con indice 3 indice 3 con indice 4 | indice 4 con indice 5
1-3...000-1 3-11...0-011 11-15...01-11 15-31...-1111
1-5...00-01 3-19...-0011 11-27...-1011 27-31...11-11
1-9...0-001 5-13...0-101 13-15...011-1 30-31...1111-
4-5..0010- 9-11...010-1 19-27...1-011
8-9...0100- 9-13...01-01

8-10...010-0 10-11...0101 -
8-24...-1000

Los minterms que han sido usados en este paso, se sefialan en la tabla del paso anterior. Si hubiese quedado algin minterm sin
cubrir, constituiria un implicante primo esencial.

indice 1 indice 2 indice 3 indice 4 indice 5
1..00001V 3..00011v|11.01011V|15..01111V|31...11111V
4..00100V 5..00101v|13..01101V|27..11011V
8..01000V 9..01001v|19..10011V|30...11110V

10...01010V
24..11010V

Hay que tener en cuenta que un minterm de indice n no se compara con aquellos de indice n+1 tales su nimero binario asociado
sea menor que el del minterm dado. Por ejemplo, el minterm de la posicion 8 (de incide 1) no es necesario compararlo, en el ejemplo,
con los de las posiciones 3 y 5 (indice 2), pues nunca podran formar adyacencia. Basta observar que para que un minterm de indice n
forme adyacencia con uno de indice n+1, éste debe tener todos los unos del de indice n en igual posicion, mas algln otro, por lo que
correspondera a un nimero mayor.

Obsérvese también que la diferencia entre los nimeros de minterms adyacentes es, forzosamente, una potencia de 2.

4° - procediendo de igual modo que en el paso anterior, comparando adyacencias de orden 1 se obtienen las adyacencias de orden 2.

(indice 1 con indice 2)

(indice 2 con indice 3)

(indice 3 con indice 4)

con con con

(indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4) (indice 4 con indice 5)
(1-3)-(9-11)...0- 0 - 1| (3-19)-(11-271)...—-011 | (11-15)-(27-31)...—1-11
(1-5)-(9-13)...0 - -0 1| (3-11)-(19-27)...--011 | (11-27)-(15-31)...-1-11

(8-9)-(10-11)...010 - -
(8-10)-(9-11)...010 — -

(9-11)(13-15)...01 - -1
(9-13)<(11-15)...01 - -1




Los minterms que han sido usados en este paso, se sefialan en la tabla del paso anterior. Si hubiese quedado algin minterm sin
cubrir, constituiria un implicante primo esencial.

indicel con indice 2 indice 2 con indice 3 indice 3 con indice 4 | indice 4 con indice 5
1-3...000-1V 3-11...0-011V 11-15...01-11V 15-31..-1111V
1-5..00-01V 3-19...-0011V 11-27...-1011V 27-31...11-11V
1-9..0-001V 5-13...0-101V 13-15...011-1V 30-31...1111-
4-5...0010- 9-11...010-1V 19-27..1-011V
8-9..0100-V 9-13...01-01V

8-10...010-0V 10-11...0101 -V
8-24...-1000

Hay que notar que cada adyacencia de orden 2 ha aparecido dos veces. Por ejemplo (8-9)-(10-11) y (8-10)-(9-11) representan la misma
adyacencia de orden 2. Esto corresponde, en la representacion geométrica, a los dos posibles modos de conformar una adyacencia de
orden 2 con dos adyacencias de orden 1, tomados por parejas distintas. Analogamente, las adyacencias de orden 3 apareceran tres
veces; Yy asi sucesivamente.

Estos pasos se iteran, encontrando progresivamente adyacencias de orden superior, hasta que no se encuentre ninguna mas, como
sucede en el ejemplo.

5°.- Todas las adyacencias y minterms que hayan quedado sin sefialar, se nombran con letras, empezando por el final. A este conjunto
de todos los implicantes primos se le aplicara una técnica de seleccion que se describira en el siguiente apartado.

(indice 1 con indice 2)

(indice 2 con indice 3)

(indice 3 con indice 4)

con con con

(indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4) (indice 4 con indice 5)
(1-3)-(9-11)...0-0 -1 (f) | (3-19)-(11-271)... - -0 1 1 (c) | (11-15)-(27-31)... -1 - 1 1 (a)
(1-5)-(9-13)...0- - 01 (e) | (3-11)-(19-27)... = =011 (c) | (11-27)-(15-31)... -1 - 1 1 (a)

(8-9)-(10-11)...01 0 - - (d)
(8-10)-(9-11)...01 0 - - (d)

(9-11)-(13-15)...01 - -1 (b)
(9-13)-(11-15)...01 - -1 (b)

indicel con indice 2 indice 2 con indice 3 indice 3 con indice 4 | indice 4 con indice 5
1-3..000-1V 3-11..0-011V 11-15..01-11V 15-31..-1111V
1-5..00-01V 3-19...-0011V 11-27...-1011+V| 27-31..11-11V
1-9..0-001V 5-13..0-101V 13-15..011-1V| 30-31...1111-(q)
45..0010- (i) 9-11..010-1V 19-27..1-011V
8-9...0100-V 9-13..01-01V
8-10..010-0V 10-11...0101 -V

8-24..-1000 (h)

Minimizacion de funciones l6gicas 9



3.2.- Método practico

En la practica no se pone el nimero binario correspondiente a cada minterm o adyacencia; y la reduccion se basa en las
observaciones hechas anteriormente.

1°.- Se clasifican los minterns por indices teniendo en cuenta si son potencias de 2 (indice 1), si son suma de dos potencias de 2
(indice 2), si son suma de tres potencias de 2 (indice 3), etc.

indice 1 | indice 2 | indice3 | indice 4 | indice 5
1 3 11 15 31
4 5 13 27
8 9 19 30
10
24

La misma advertencia de antes. Cada nimero de un grupo se debe comparar con nimeros del siguiente, pero nimeros que sean
mayores. De lo contrario, sucederia esto:

194 = 10011, indice 3

154 = 01111, indice 4
difieren en una potencia de 2:

19-15=4=2?
pero en sus arrays de digitos binarios hay tres posiciones en las que tienen digitos diferentes. No pueden, por tanto, formar
adyacencia.

2°.- Se comparan pares de grupos contiguos comprobando si difieren en una potencia de 2 (adyacencia de primer orden), y se marcan
en la tabla anterior los minterms cubiertos. Se coloca entre paréntesis la diferencia entre minterms.

indicel con indice 2 indice 2 con indice 3 indice 3 con indice 4 | indice 4 con indice 5
13 (2 3-11 (8) 11-15 @) 15-31 (16)
15 (4) 3-19 (16) 11-27 @) 27-31 (4)
19 (8 5-13 ( 8) 13-15 @) 30-31 1)
45 (1) 9-11 (2) 19-27 @)
89 (1) 9-13 ( 4)
8-10 (2 10-11 (1)
8-24 (16)

Los minterms que han sido usados en este paso, se sefialan en la tabla del paso anterior. Si hubiese quedado algin minterm sin
cubrir, constituiria un implicante primo esencial.

indice 1 | indice 2 | indice 3 | indice 4 | indice 5
1V 3V 11 15 31V
4+ 5 13 Vv 27 V
8 Vv 9 v 19 v 30 V

10 v
24

3°.- Se obtienen las adyacencias de orden 2 comparando las adyacencias de un grupo con las del contiguo que tengan igual diferencia
entre paréntesis. Se nota si son adyacentes observando si la diferencia minterm a minterm es una potencia de 2. Se coloca en este
caso entre paréntesis el nimero anterior y la diferencia.

(indice 1 con indice 2) (indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4)
con con con
(indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4) (indice 4 con indice 5)
(1-3)-(9-11) @, 9) (3-19)-(11-27) (8,16)| (11-15)-27-31) (4, 16)
(1-5)-(9-13) (4, 8) (3-11)-(19-27) (8,16)| (11-27)-15-31) (4, 16)
(8-9)-(10-11) @, 2)) (9-11)-(13-15) @, 4)
(8-10)-(9-11) 1, 2) (9-13)-(11-15) @, 4)

Los minterms que han sido usados en este paso, se sefialan en la tabla del paso anterior. Si hubiese quedado algin minterm sin

cubrir, constituiria un implicante primo esencial.

indice 4 con indice 5

indicel con indice 2 indice 2 con indice 3 indice 3 con indice 4
1-3V 3-11V
1-5V 3-19V
19V 5-13V
4-5 9-11V
8-9 v 9-13V
8-10 V 10-11V
8-24

11-15V 15-31 v
11-27 27-31+
13-15V 30-31
19-27 v
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Este proceso se repite hasta que no se puedan obtener mas adyacencias, como ha sucedido en el ejemplo. Ahora se nombra de atras
hacia delante las adyacencias y minterms que quedaron sin cubrir.

(indice 1 con indice 2) (indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4)
con con con
(indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4) (indice 4 con indice 5)
(1-3)-(9-11) 2.8 () | (319-(11-271) (8, 16) (c) | (11-15)-(27-31) (4, 16) (a)
(1-5)-(9-13) 4,8) (e) | (3-11)-(19-27) (8,16) (c)| (11-27)-15-31) (4, 16) (a)
(8-9)-(10-11 1,2)(d) | (9-11)-(13-15) @, 4) (b)
(8-10)-(9-11) (1,2) (d) (9-13)-(11-15) (2,4) (b)
indicel con indice 2 Indice 2 con indice 3 indice 3 con indice 4 | Indice 4 con indice 5
13 @Y 311 ® 11-15 @] 1531 (16) v
15 (@)Y 3-19 (16) v 11-27 @V 27-31 @)V
19 (8)V 5-13 ® 1315 @+V| 3031 @ (9)
45 (1) () 9-11 @)V 19-27 ® v
89 (1Y 9-13 @)V
810 (2)V 10-11 @V
8-24 (16) (h)

La expresion de cada implicante primo en forma de término producto se obtiene a partir de los nimeros entre paréntesis. Por
ejemplo:
(3-11)-(19-27) (8, 16)

X1 X2 X3 X4 Xs
168 4 2 1

Para conocer si las variables que quedan sin tachar van complementadas o sin complementar, basta comparar con el menor de los
minterms que componen la adyacencia. En el ejemplo:

3 & 00011 — " XgXeXs

De este modo, en el ejemplo obtenemos el siguiente conjunto de implicantes primos:

(a) XoXgXs

(b) " X1XoXs

(€) “X3X4Xs

(d) "X1Xz Xg
(€) "X1 XuXs

() X1 XaXs
(9) X1 X2X3Xs
(N) X2 X3 X4 Xs

(i) X1 X2 X3 X4

Minimizacion de funciones l6gicas 11 -



3.3.-  Seleccion de implicantes primos

Para efectuar la seleccién se construye una tabla de implicantes primos disponiendo éstos por orden alfabético en el eje de
ordenadas; y disponiendo los minterms de la funcion en el eje de abscisas:

jo 2]

) P

! i

[
En esta tabla para cada minterm se sefialan con una cruz los implicantes primos que implica.
Por ejemplo, el minterm 37X, X, X3 X4 X5 implica al implicante ¢~ X3 X4 X5 y al implicante f X; X3 Xs.

Ahora es muy facil localizar los implicantes primos esenciales viendo aquellos minterms en cuya columna sélo hay una cruz. Se
marcan con un circulo el implicante primo esencial y los minterms que realiza. En el ejemplo en curso son esenciales los implicantes
¢, d g hi.

El procedimiento para selecciona los implicantes no esenciales necesarios para cubrir la funcién pasa por hacer una tabla de
implicantes reducida, eliminando los implicantes primos esenciales y los minterms ya cubiertos.

1 12 15

Antes de seguir con el proceso de minimizacién daremos un par de definiciones:

Dos filas en una tabla de implicantes primos son intercambiables cuando representan implicantes primos del mismo orden y cubren
los mismos minterms. S6lo pueden existir en tablas reducidas. Dadas varias fila intercambiables, se pueden eliminar todas menos
una, que usaremos en la minimizacién. En el ejemplo no tenemos filas intercambiables.

Una fila a en una tabla de implicantes primos domina a otra b, si a cubre al menos los mismos minterms que b. En el ejemplo, e
dominaafyb dominaaa.

Ele "X, X4Xs esta implicado por:
ell: "Xy Xp X3 X4 Xs.
el 13: "Xy Xp X3 X4 Xs.
y otros ya incluidos

El f "X, X4Xs estd implicado por:
el 1: "Xy Xy X3 Xg4Xs.
y otros ya incluidos

Por tanto, si incluimos el e, estamos incluyendo a este conjunto y no hace falta incluir al f.
Después de esto, se eliminan las filas dominadas, obteniendo una nueva tabla reducida:

D @@ a»
(@) ¢
@

AN

El proceso se itera tantas veces como sea necesario, marcando los implicantes primos esenciales secundarios y los minterms que
cubren, dejando una nueva tabla reducida (si existe). En el ejemplo, la minimizacién concluye en este paso y la funcion queda,
finalmente:

f=Simp(b, c,d, e, g, h, i) = Xy XoX5 + XaXqXs+ X1Xo Xz+ X1 XaXs+  Xq XoXgXa+ Xo X3 Xg Xs+ X1 Xo X3 X4
12



Ejemplo:

1°.- Se parte de la funcion expresada en forma canénica como suma de minterms.

f=2m(4,5,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15)

2°.- Se clasifican los minterms por sus indices.

indice 1 indice 2 indice 3 indice 4
4...0100 5..0101 7..0111 15...01111
8..1000 9..1001 11..1011

10...1010 13..1101

12...1100 14..1110

3°.- Se encuentran todas las adyacencias de orden 1 a partir de los minterms. Para ello se comparan todos los minterms de un indice
dado con todos los minterms cuyo indice es superior en una unidad.

indicel con indice 2

indice 2 con indice 3 | indice 3 con indice 4
5-7...01-1 7-15..-111
5-13..-101 11-15...1-11

9-11...10-1 13-15..11-1
9-13..1-01 14-15...111 -

10-11...101 -

10-14..1-10

12-13...110 -

12-14..1100

4°.- procediendo de igual modo que en el paso anterior, comparando adyacencias de orden 1 se obtienen las adyacencias de orden 2.

(indice 1 con indice 2)
) con
(Indice 2 con Indice 3)

(Indice 2 con indice 3)
) con
(Indice 3 con Indice 4)

(4-5)-(12-13)... -1 0 -
(4-12)-(5-13)... -1 0 -
(8-9)-(10-11)... 10 - -
(8-9)-(12-13)... 1 -0 -
(8-10)-(9-11)... 10 - -
(8-10)-(12-14)... 1 - - 0
(8-12)-(9-13)... 1 -0 -
(8-12)-(10-14)...1 - -0

(5-7)-(13-15)... -1 -1

(5-7)-(13-15)... -1 - 1

(9-11)-(13-15)... 1 - -1
(9-13)-(11-15)... 1 - -1
(10-11)-(14-15)..1 - 1 -
(10-14)-(11-15)..1 - 1 -
(12-13)-(14-15)..11 - -
(12-14)-(13-15)..11 — —

Si descontamos los repetidos,

tenemos:

(indice 1 con indice 2)
con
(indice 2 con indice 3)

(indice 2 con indice 3)
con
(indice 3 con indice 4)

(4-5)-(12-13)... - 10 -
(8-9)-(10-11)... 10 - -
(8-9)-(12-13)...1-0 -
(8-10)-(12-14)...1 - -0

(5-7)-(13-15)... -1 -1
(9-11)-(13-15)... 1 - -1
(10-11)-(14-15)..1 - 1 -
(12-14)-(13-15)..11 - -

5°.- Todavia se puede hacer otra asociacion mas, para dar lugar a una adyacencia de orden 3.

(indice 1 con indice 2)
) con
(Indice 2 con Indice 3)

con | (Indice 2 con indice 3)

con

(indice 3 con indice 4)

[ (8-9)-(10-11) ] -[(12-14)-(13-15)]... 1 — — —

Para efectuar la seleccién construimos la tabla de implicantes primo, pero aqui s6lo se representa la parte que nos interesa.

9
p e

10 1

1 12
D

3
X

5
X

1___

-10 -
-1-1

7

X

X

X

La seleccion no la haremos de ningiin modo sistematico, sino mediante el sentido comin. Observamos que si elegimos el implicante
(1- - -), s6lo nos falta por recoger los minterms m,;, ms y m;. Ademas, para recoger estos tres minterms, basta con elegir los
implicantes (- 1 0) y (- 1 - 1). Asi pues, ya tenemos cubiertos todos, con lo cual, la funciéon minimizada es:

F=X+ Xy X3+ Xo X4

Minimizacion de funciones l6gicas

13



Ejemplo:

1°.- Se parte de la misma funcién, pero expresada en forma canénica como producto de maxterms.
f=1 M(9, 12, 14, 15)

2°.- Se clasifican los maxterms por sus indices.

indice 1 indice 2 indice 3 indice 4

9..1001| 12..1100 15..1111
12..1100] 13..1101

3°.- Se encuentran todas las adyacencias de orden 1 a partir de los maxterms.

indice 2 con indice 3 | indice 3 con indice 4

9-13..1-01 13-15..11-1
12-13..110 - 14-15...111 -

4°.- Se encuentran las adyacencias de orden 2

(Indice 2 con indice 3)
) con
(Indice 3 con Indice 4)

(12-13)-(14-15)..11 - —

La funcién minimizada queda = (X X2)(Xy + X3+ X4)

14



Ejemplo:
1°.- Se parte de la funcion expresada en forma canénica como suma de minterms.
f=2m(1, 2, 3,4,5,6,9, 10, 11, 14, 16, 17, 18, 20, 21, 24, 25)

2°.- Se clasifican los minterms por sus indices.

indice 1 indice 2 indice 3
1..00001 3..00011|11..01111
1..00010 5..00101|14..10100
4...00100 6..00110(21..01111
16...10000 9..01001|25..01111
10...01010
17...10001
18...10010
20...10100
24...11000

3°.- Se encuentran todas las adyacencias de orden 1 a partir de los minterms. Para ello se comparan todos los minterms de un indice
dado con todos los minterms cuyo indice es superior en una unidad.

indicel con indice 2 | indice 2 con indice 3

1-3....000-1 3-11...... 0-011

1-5...00-01 5-21...... -0101
1-9...0-001 6-14...... 0-110
1-17..... -0001 9-11...... 010-1
2-3....0001 - 9-25...... -1001

2-6....00-10 10-11...... 0101-
2-10.....0-010 10-14...... 01-10

2-18...... -0010 17-21..... 10-01
4-5...0010- 17-25...... 1-001
4-6....001- 0 20-21...... 1010-

4-20...... -0100 24-25...... 1100-

16-17.....1000 -
16-18.....100-0
16-20.....10-00
16-24....1-000

4°.- procediendo de igual modo que en el paso anterior, comparando adyacencias de orden 1 se obtienen las adyacencias de orden 2.

(Indice 1 con indice 2)
) con
(Indice 2 con Indice 3)

(1-3)-(9-11)...0-0-1
(1-5)-(17-21)..0 -0 -1
(1-9)-(17-25)... - 001
(2-3)-(10-11)...0-01 -
(2-6)-(10-14)...0 - -1 -
(4-5)-(20-21)... 010 -

(16-17)-(20-21)... 10 - 0 —
(16-17)-(24-25)... 1 —0 0 —

50.- Seleccién de implicantes

1 2 2R 4 & A 9 10 11 14 16 17 18 20 21 24 95
n-0-1 P& P

-0-01 e
--001 p< X
n-01- X b
0--10 he
-010- KK )<

10-0- b
1-00-

-0010
100-1 X
Buscamos las columnas en que s6lo hay una x. Sus implicantes ha de ser cogidos forzosamente. Son las columnas 4, 6, 14 y 24.
Los implicantes son (-0 -01), (0--10)y (1- 00 -). Pero al coger estos implicantes, también resultan cubiertos los minterms 2, 5,
10, 16, 17, 20, 21 y 25. Sélo faltan por cubrir los minterms 1, 3, 9, 11y 18.

Eligiendo el implicante (0 - 0 - 1) cubrimos los minterms 1, 3, 9 y 11. Ya s6lo queda el 18, que no se recubre con ninguna de las
adyacencias de orden 2. Parale debemos elegir uno de los dos implicantes del fondo de la tabla. Segin el que se elija, se tendra una
de las dos representaciones siguientes:

f="X X3 Xs+ XyXg4 Xsg+ X1 X3 Xa+ Xo X3 Xg+ Xz X3 X4 Xs

F=7X] X3 Xs+ XyXg Xs+X; X3 Xa+ Xp X3 Xa+ Xq Xp X3 Xz

Minimizacion de funciones légicas 15 -



Ejemplo:

1°.- Se parte de la misma funcién, pero expresada en forma canénica como producto de maxterms.

f=2m(1,23,4,5,6,9, 10, 11, 14, 16, 17, 18, 20, 21, 24, 25)
f=1 M(0,1,23,4,5,8,9, 12, 16, 18, 23, 24, 31)

20.- Se clasifican los maxterms por sus indices.

indice 0 indice 1 indice 2 indice 3 indice 4 indice 5
0...00000 1..00001| 3..00011 19...10011 23..10111 31..11111
2..00010| 5..00101
4..00100( 9..01001
8..01000|12...01100
16...10000|18..10010
24..11000
3°.- Se encuentran todas las adyacencias de orden 1 a partir de los maxterms.
indice 0 con indice 1 | Indice 1 con indice 2 | Indice 2 con Indice 3 | indice 3 con indice 4
0-1...0000- 1-3..000-1 3-19..-0011 19-23...10-11 23-31..1-111
0-2...000-0 1-5..00-01 18-19...1001 -
0-8...0-000 1-9..0-001
0-16...-0000 2-3...0001-
2-18...-0010
4-5..0010-
4-12...0-100
8-9...0100-
8-12...01-00
8-24...-1000
16-18...100-0
16-24...1-000
4°.- Se encuentran las adyacencias de orden 2
(indice 0 con indice 1) (indice 1 con indice 2)
con con
(indice 1 con indice 2) (indice 2 con indice 3)
(0-1)-(2-3)... 000 - - (2-3)-(18-19)... —00 1 -
(0-1)-(8-9)...0-00 -
(0-4)-(8-12)...0--00
(0-16)-(8-24)... -~ 000
5°.- Seleccion de implicantes
X1 Xp X3 Xa Xa 0] 1|2 ]3| 4]5] 8|9 [12|16] 1819 23] 24| 31
000 - - v v v v
00-0- v v v v
0-00- v v v v
-00-0 v v v v
0--00 v v v v
--000 v v v v
-001 - v v v v
1-111 v v

Solucion: f=(xg+Xg+ X4 +Xs ) (Xa+ Yo+ Xg) (Xa+ Xg+ Xg) (Xo+ gt Xg) ((Xa+ Xt Xs) (Xt Xgt Xy)
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Ejemplo:
1°.- Se parte de la funcion expresada en forma candnica como suma de minterms e indiferencias.
f=2m(1, 2, 3,5, 7, 12, 15, 24, 25, 28) +> d(0, 13, 20, 27, 31)

El tratamiento de las indiferencias es el siguiente:
En la obtencidn de los implicantes primos, como si fueran minterms.
En la tabla de implicantes no deben aparecer.

2°.- Se clasifican los minterns por indices teniendo en cuenta si son potencias de 2 (indice 1), si son suma de dos potencias de 2
(indice 2), si son suma de tres potencias de 2 (indice 3), etc.

indice 0 | indice 1 | indice 2 | indice 3 | indice4 | Indice 5
0 1 3 7 15 31
2 5 13 27
12 25
20 28
24

3°.- Se comparan pares de grupos contiguos comprobando si difieren en una potencia de 2 (adyacencia de primer orden), y se marcan

en la tabla anterior los minterms cubiertos. Se coloca entre paréntesis la diferencia entre minterms.

indice 0 con indice 1 | indicel con indice 2 | indice 2 con indice 3 | indice 3 con indice 4 | indice 4 con indice 5
01 () 13 (2 37 @ 28-27 @) 1531 (16)
02 (2 15 (4) 5-7 ) 7-15 ®) 27-31 ( 4)
23 (1) 513 ®) 1315 )
1213 ®) 25-27 )
12-28 (16)
20-28 ®)
24-25 @)
24-28 @)

Los minterms que han sido usados en este paso, se sefialan en la tabla del paso anterior.

indice 0 | indice 1 | indice 2 | indice 3 | indice 4 | Indice 5
0V 1V 3V 7V 15 V 31V
2V 5 13 V 27 V
12 25
20 V 28 V

24

4°.- Se obtienen las adyacencias de orden 2 comparando las adyacencias de un grupo con las del contiguo que tengan igual diferencia
entre paréntesis. Se nota si son adyacentes observando si la diferencia minterm a minterm es una potencia de 2. Se coloca en este

caso entre paréntesis el nimero anterior y la diferencia.

(indice 0 con indice 1) (indice 1 con indice 2) (indice 2 con indice 3)
con con con
(indice 1 con indice 2) (indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4)
(0-1)-(2-3) 1,2 (1-3)-(5-7) (2,4) (5-7)-(13-15) (2, 8)

Los minterms que han sido usados en este paso, se sefialan en la tabla del paso anterior.

indice 0 con indice 1 | Indicel con indice 2 | indice 2 con indice 3 | indice 3 con indice 4 | indice 4 con indice 5
01 @V 13 (2 V| 37 @ V| 715 ® 15-31 (16)
02 (2 V 15 (4 V| 57 (2 V| 1315 @ v 27-31 (4
23 (1) V| 514 ® V| 2527 @)
12-13 @)
12-28 (16)
20-28 @)
24-25 1)
24-28 4)
Minimizacion de funciones l6gicas 17




Este proceso se repite hasta que no se puedan obtener mas adyacencias, como ha sucedido en el ejemplo. Ahora se nombra de atras
hacia delante las adyacencias y minterms que quedaron sin cubrir.

(indice 0 con indice 1) (indice 2 con indice 3) (indice 3 con indice 4)
con con con
(indice 1 con indice 2) (indice 3 con indice 4) (indice 4 con indice 5)
(0-1)-(2-3) (1,2) () (1-3)-(5-7) (2,4) (b) | (5-7)-(13-15) (2,8) (@)
indice 0 con indice 1 | Indicel con indice 2 | Indice 2 con Indice 3 | Indice 3 con indice 4 | Indice 4 con Indice 5
01 (1) Y 13 @@ V| 37 @ V| 715 ® V| 1531 (16) (e)
02 (2 V 15 (4 V| 57 (2 V| 1315 @ V| 2731 (4)(d)
23 (1) V| 515 ® V| 2527 @
12-13 ®) ()
12-28 (16) ()
20-28 ®) ()
24-25 Q) (h
24-28 4 (9)

50.- Seleccién de implicantes. Como deciamos, en la tabla de implicantes no se deben recoger las indiferencias.

1 2 8 5 7 |12 | 15|24 | 25| 28
G vV v
(b) v v v v
© | v |V |V
(d) d) esta implicado s6lo por indiferencias
(e) v
(®) v
()] v v
(h) v v
(0] v
@ v v
(k) v

So6lo ¢ es implicante primo esencial. Eligiéndolo, ya tenemos cubiertos los minterms 1, 2y 3.

5 | 7]12]15]24]25] 28
@ | v [V v

b | v [V

() v

(®) v

() v v
(h) vV

() v
[0) v v
(k) v

El implicante a domina a los implicantes b y e.

El implicante h domina al implicante f.

El implicante g domina al implicante i.

El implicante j domina al implicante k.

Eliminado los implicantes dominados, nos queda esta tabla:

5 | 7 [12]15]24 |25 28
@ | v |V v
() v v
(h) vV
(@) v v

Resultan ser implicantes primos secundarios a, h'y j. Con ellos quedan ya recogidos todos los minterms.

f=5 implicantes(c, 8, h, ) =(000--)+(0-1-1)+(1100-)+(-1100) =" X; Xp Xz+ Xy Xg X5+ Xy Xp X3 Xg+ X X3 X4 X5
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4 TECNICA DE SELECCION DE PETRICK

Al minimizar segin el método de Quine-McCluskey, en ocasiones se llega a tablas reducidas en las que ya no se pueden
encontrar implicantes primos esenciales secundarios, ni relaciones de dominancia. Como ejemplo consideremos la siguiente tabla
reducida:

6 7 15 | 38 | 46 | 47
@ [ v |
(b) v V
© v |V
(d) v |V
(e) v |V
U] v v

En estos casos se utiliza la técnica de Petrick para hacer la seleccién final de implicantes primos. Consiste en considerar cada
implicante primo de la tabla reducida como una variable binaria que toma el valor 1 si se selecciona el implicante; y 0 en caso
contrario. A continuacion, con esas variables binarias se construye una funcion logica del siguiente modo: para cada minterm
consideramos todos los implicantes que lo cubren y sumamos sus variables binarias asociadas, construyendo luego la funcién
producto de todas estas sumas:

g=(@+f)@a+c)y(b+c)(e+f)(d+e)(b+d)

Es necesario que todas las sumas valgan 1 para que g valga 1. Esto se consigue seleccionando uno o varios de los implicantes
que constituyen cada suma.

Desarrollamos g:
g=(a+ac+af+fc)(b+bd+ch+cd)(e+ed+ef +fd)

Teniendo en cuenta:

ad =0
ale=0
ble¢=0
ed =0
drée=0
bfd =0

g =(a+fc) (b +cd) (e + fd) = (ab + acd + fcb + fcd) (e + fd) = abe + abfd + acde + acdf + fcbe + fcbd + fcde + fed

volviendo a tener en cuenta que algunos productos son nulos:

g = abe + cdf + abdf + acde + bcef

Para que g valga 1 basta que uno s6lo de estos productos valga 1, lo que se verifica seleccionando los implicantes primos

correspondientes. Elegimos entre los mas econdmicos: abe y cdf. De estos dos términos, el primero contiene mas implicantes de
mayor orden (a 'y b) y, por tanto, se eligen los implicantes a, b y e para terminar de cubrir la funcién.
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Ejemplo:
Minimizar la funcion.

f=2m(0, 1, 3,4, 7,13, 15, 19, 20, 22, 23, 29, 31)

indice 0 | indice 1 | indice 2 | Indice 3 | indice 4 | Indice 5
0V 1V 3V 7V 15V 31V
4+ 20V 13+ 23V
19V 29V
22
indice 0 con indice 1 | indicel con indice 2 | indice 2 con indice 3 | indice 3 con indice 4 | indice 4 con indice 5
01 (1)) 13 (2 3-7 @V 7-15 ®) v 15-31 16) v
0-4 (9N 4-20  (16) () 319 (6) v 7-23 (16) v 23-31 8V
20-22 @) (e) 13-15 @V 29-31 @V
13-29 (16) V
19-23 @
22-23 @ (@)
(Indice 2 con indice 3) (Indice 3 con indice 4)
con con
(indice 3 con indice 4) (indice 4 con indice 5)
(3-7)-(1923) (4,16) (c) | (7-15)-(23-31) (8, 16) (b)
(13-15)-(29-31) (2, 16) (a)
0 1 3 4 7 13 | 15|19 | 20 | 22 | 23 | 29 | 31
(@ v |V
(b) v v Vv V
(c) v v v v
(d) v v
(e) YR
® vV vV
()] YRR
(h) v v
(i) v |
0 1 4 20 | 22
(b)
(d) Vv
(e) v v
(f) v v
(9) v
(h) v v
(1) v v
0 1 4 20 | 22
(d) v
(e) v v
® v |V
(%)) v
(h) v v
(i) v |

Ahora, en lugar de reducir buscando dominancias, se puede aplicar directamente la técnica de Petrick:

g=(h+i)(g+i)f+h)(e+f) (d+e)=(hg+hi+ig+i) (fe + f+ he + hf) (d +e)

Teniendo en cuenta:
had=0
ifg=0
fd =0
flé =0
hdd =0

g=(hg+i) (he+f)(d+e)=(hg+i)(hed + he + fd + fe ) = (hg + i) (he + fd + fe ) = egh + dfgh + efgh + ehi + dfi + efi

Teniendo en cuenta: egh + efgh = egh

g = dfgh + egh + ehi + dfi + efi

Cualquiera de los productos de tres implicantes primos sirve en esta caso, pues todos los implicantes son del mismo orden. Si por

ejemplo tomamos efi:

f=X implicantes(a, c, e, f, i) = X, X3 X5+ Xp X4 Xs+ X1 Xo X3 X5+ Xo X3 Xa Xg+ X1 Xo X3 X4
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5 SIMPLIFICACION MULTIFUNCIONAL

Es frecuente que un sistema digital, ademas de varias entradas (xi, X, ..., X,) tenga mas de una salida (yy, Yo, ..., ¥n), 10 que exige
implementar varias funciones digitales. En lugar de minimizar cada una por separado es mas eficaz intentar minimizarlas
simultaneamente buscando implicantes primos que sean comunes, ya que a menudo se pueden obtener ahorros considerables
compartiendo los elementos I6gicos entre varias funciones. Esto puede verse mas claramente con un ejemplo.

Ejemplo. Supongamos que han de implementarse simultdneamente estas dos funciones digitales:

X3 _|

fi=Zm(0, 1, 5)
Xy |

f2=2m(5,6,7)
Xy |

Las implementaciones minimas (con un total de seis puertas) son:

X, X3 | 00[01[11]10 XX | 00011110
X1 X1
0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
X1 X
X2 f, X, f,
X2 X
X3 X3

Fig 2. Implementacién de las funciones del ejemplo.
Sin embargo, si transformamaos las expresiones utilizando el minterm comun entre ambas funciones:
fi= "X Xo+ X1 X2 X3 f1 =X %+ X X2 X3

Aprovechando el término comdn, la implementacion completa queda como se ilustra en la figura 3, con solo cinco puertas en lugar
de las seis necesitadas en las implementaciones minimas por separado.

X1

< |

Fig 3. Implementacién minima de las funciones del ejemplo.
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El método de simplificacion multifuncional esta basado en el método de Quine-McCluskey y lo estudiaremos mediante un ejemplo.
Ejemplo. Minimizacién simultanea de las funciones:

fa=sm(2, 4, 10, 11, 12, 13)
8= xm(4, 5,10, 11, 13)
fy=>m(l, 2, 3, 10, 11, 12)

En primer lugar se ordenan los minterms por indices como si todos formaran parte de una misma funcion, pero sefialando a qué
funcion pertenecen.

indice 1 indice 2 indice 3
I O R WV| 1.0, B YV
2.(a,y) v S B) V| 13..(0,B) K
4.0, B) ()| 20..(0 B Y)Y

12........ (@, ) ()

A continuacién se comparan los minterms de grupos contiguos, mirando si forman adyacencias los pertenecientes a una misma
funcién y marcando los minterms cubiertos en todas las funciones a las que pertenecen.

se tachan

indicel con indice 2 / indice 2 con indice 3™

1-3cei(2) coonncy) () 31Leciicc(8) s W) v
23ec(D) ) V| 5130in(8) oo ®) ()
2-10.....(8) (@, ) (9) | 10-11.....(2) (e, B, V) (hK]

WNL2-13. (L) (@) ()

no se tachan pues, ademéas de en Yy, también estan en otras
funciones; y las puertas que producen estas salidas pueden
ponerse como comunes a dichas funciones.

(indice 1 con indice 2)
con
(indice 2 con indice 3)

(2-3)-(10-11)........(1, 8) .(y) (a)

A partir de aqui, el tratamiento es practicamente por separado para las tres funciones. Construimos una tabla de implicantes primos,
separando los minterms por funciones; y agrupando los implicantes también por funciones.

fo B fy
2|14(10(11]12|13| 4 |5 |10|11(13| 1| 2|3 |10]|11]12

a (b) V V
(c) V|V
B (d) VIV
(e) vV vV
v @) VI IvIv]v
(U] Vv V
a, B ) v v
(k) V v
a,y @q | VY v v v
@)y \ v
o, By |[(Nas vV vV V|V

A continuacion se separan los implicantes primos esenciales para cada funcion; y se construye la tabla reducida.

fa 3
4 |13 ] 4 5 | 13
o (b) v
(©) v
B (d) v IV
(e) v v
a, B (0] v v
(k) v v
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Como no quedan claras las relaciones de dominio (que se deben tomar sobre toda la tabla), recurrimos a la técnica de seleccién
de Petrick. Al igual que en el caso de una funcién se desarrolla un producto de sumas, en donde cada suma incluye la lista de los
implicantes primos disponibles para cubrir uno de los minterms que no quedan cubiertos por los implicantes esenciales para todas las
funciones:

b+i)(c+ky(d+i)(d+e)(e+k)=1

Realizando operaciones:
(bd + bi +id + i) (d + €) (ce + ck + ke + k) = cei + bcde + eik + dik + bdk = 1

Cada producto representa un conjunto suficiente de implicantes primos para cubrir los minterms restantes. Puesto que cada literal
representa un implicante, sélo se toman en cuenta los productos con menos literales y, entre ellos, los que contengan mas
adyacencias de mas alto orden. Quedan: cei y bdk, donde arbitrariamente elegimos el primero.

De acuerdo con el conjunto total de implicantes primos seleccionados: c, e, f, g, h, i y j, ahora se determinan los que se requieran
para cada funcion. Si un implicante primo aparece sélo en una funcién, es evidente que debe seleccionarse en ella. Para implicantes
primos de mas de una funcién se debe tener mas cuidado. Por ejemplo, j, que es esencial para fy; no lo es para fa, al estar cubierto
por c, por lo que seria redundante. Basandonos en estas consideraciones, se puede hacer la siguiente seleccién de implicantes para las
tres funciones:

fa=c+g+h+i

fB=e+h+i
fy=f+g+h+]
es decir:

fa=%iX; X3+ Xo X3 Xa+ X{ X X3+ X1 Xo X3 Xg
fﬁ = X]__Xz X3 + XZ_X3 X4 +_X1 Xz_Xg_ X4
fy="Xy Xo Xa+ Xo X3 Xa+ Xq Xp Xz + Xy Xo X3 Xa

Esta implementacion se resuelve con diez puertas légicas.
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