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Objetivo 1:

Objetivo 2:

Objetivo 3:

Objetivo 4:

Objetivo 5:

Objetivo 6:

Distinguir claramente entre el procesado analogico v digital, entendiendo que son dos
formas diferentes de representar la informacion (los datos) y de operar con ellos para

abtener otros datos.

Conocer los postulados y teoremas bdsicos del Algebra de Boole y saber demostrar los

teoremas.

Saber representar funciones légicas usando distintos tipos de operadores (AND, OR,
NOT; solo NAND, sélo NOR) y saber pasar de una representacion a otra. Por ejemplo,
de (AND, OR, NOT) a sélo NAND o de NAND a NOR o de términos minimos (suma de
productos) a términos maximos (productos de sumas).

Saber analizar un circuito logico. Es decir, saber pasar del esquema de un circuito a la
expresion o expresiones logicas que enlazan las variables de entrada al circuito con

las variables de salida.

Saber sintetizar un circuito logico. Es decir: (a) saber pasar de un conjunto de
especificaciones funcionales a una tabla de verdad, (b) de una tabla de verdad a una o

mas funciones logicas y (c) de estas funciones al circuito que las satisface.

Saber minimizar funciones logicas. Es decir, dada una cierta funcion logica, encontrar
otra equivalente (con la misma tabla de verdad) pere con menos términos o con
términos con menos variables. Este objetivo estd enlazado con el objetivo 2, porque el
proceso de minimizacion se basa en el uso adecuado y repetido de los postulados y
teoremas del Algebra de Boole. Sin embargo, para alcanzarlo es conveniente usar el

conocimiento adicional del método de Karnaugh que recoloca los distintos términos de

Sforma tal que hace evidente el proceso de minimizacion para funciones de hasta 4 6 5

variables.



1.1 Procesamiento digital de la informacién

Entradas MEMORIA, M Salidas
X F \ Y

:'l> RE;}ELAS — >
TRANSFORMACION
- R y,

MEDIO

Figura 1.1, Modelo computacional basico.
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Computacion analdgica y digital
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Expresiones de
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Expresiones de computacion digital.
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Operadores digitales representados con
tablas de verdad

Xp+Xg | Xp-Xg+ X

= j—
HG_-

1

Figura 1.3.  Tablas de verdad que especifican en extenso los operadores 16gicos usados en el ejemplo a partir
de las cuatro configuraciones de valores posibles en las dos variables de entrada, (xg x;).




4 SUMA ANALOGICA
x(t) = 3 cos wt
~
mt V(1) = t+3cos wt
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Figura 1.4. llustracion cualitativa de la suma analdgica comparada con la suma digital



1.2 Funciones combinacionales y
secuencilales necesarias

1. Desecripcion de la computacion en lenguaje natural de forma clara, completa, precisa
e inequivoca.

2. Traslacion de esa descripcion a un conjunto de especificaciones funcionales en un
lenguaje logico formal.
3. Reescritura de esa descripcion formal en términos del modelo computacional

de la figura 1.1. Es decir, en términos de entradas, estados de memoria, salidas y

reglas de transformacion, {Rp}, que representan la dinamica interna de la

computacion especificando cémo se producen el nuevo estado y las salidas a partir de
las entradas vy del estado antenior.

4.  Sintesis modular del sistema en términos de un conjunto completo de operadores

minimaos.
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Todas las funciones necesarias para el procesamiento digital de la informacion, es decir todas
las reglas R, pueden incluirse en dos grandes apartados:

a) [Funciones Combinacionales.

b) Funciones Secuenciales.
Son funciones de logica combinacional todas aquellas funciones en las que para obtener el

valor de la salida en un ¢ierto instante solo necesitamos conocer el valor de las entradas en ese mismo
instante. Son funciones de decisién, sin "memoria”. El modelo matematico soporte de esta parte de la

electronica digital es el Algebra de Boole, de la que mas adelante incluiremos un resumen. Ejemplos

de este tipo de funciones son entre otras:
a.l. Operaciones aritmético-logicas.
a.2. Funciones de ruta de datos: multiplexos y demultiplexos.
a.3. Circuitos cambiadores de codigo.

Funciones secuenciales: La salidas no dependen solo de
las entradas, también del estado

Modelo matematico: Teoria de automatas
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Representar, analizar y sintetizar

;Oué es representar?. Representar una funcion légica combinacional es encontrar un
procedimiento para describir de forma completa la funcidén. Sea cual fuere la configuracion de valores
en las variables de entrada, la representacion debe permitir conocer el valor de la salida. Hay
esencialmente dos formas de representacion: en extenso y en infenso. Tabla de verdad y funcion logica

;/Qué es analizar?. Analizar un circuito en légica combinacional es encontrar la representacion

de las funciones logicas que lo describen.

cQué es sintetizar?. Es el proceso inverso al de analisis. Partimos ahora de una funcion
logica, y=f{x;x5), © de un conjunto de N funciones loégicas de M vanables,
Vi =fefx i (thxo(t), . xpft)], k=1, 2, ..., N, y buscamos el circuito que realiza fisicamente a esa
funcion de forma que reproduce la nusma relacion entre las variables de entrada v las de salida para

todas y cada una de las combinaciones de valores posibles.



1.3 Variables y operadores ldgicos. Algebra
de Boole

m Definicion del Algebra de Boole

George Boole (1854) desarrollé una herramienta matematica que se utiliza para el estudio de
computadores.

Es una estructura matematica que se construye a partir de un conjunto de
elementos sobre los que se definen unos operadores que permiten realizar
operaciones en ellos, estableciendo unos postulados 0 axiomas que
relacionan tanto al conjunto de elementos como al conjunto de operadores

Para la construccion de un algebra de Boole, se parte de una estructura
algebraica (B, +, -), formada por un conjunto de elementos B y dos
operaciones definidas en el mismo, denominadas + y - (suma y producto).

Operaciones:
m + (suma logica); * (producto l6gico); complementacion

La aplicacion en computadores es del tipo binario = 0/1

m El estado de un elemento del circuito logico viene representado por una variable que
puede valer “1” o0 “0”.



Postulados

m Se dice que es un algebra de Boole si cumple los
siguientes axiomas, también conocidos como postulados
de Huntington.

P.1. Las operaciones (+ y *} son operaciones cerradas. El resultado de aplicarlas a cualesquiera de

las variables del conjunto, producira variables del conjunto.

P.l.a: Si XeBé YeB, entonces (A+Y)eB

P.Lb: Si XeBéYeB, entonces (X YjeB

[1.3]

P.2. Existen elementos neutros para ambas operaciones ("0" para la suma y "1" para el producto).

P2a: X+0=X

P2b: X =X

(1.4
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Postulados algebra de Boole

P.3. Ambas operaciones son conmutativas:

Pla: X+Y=Y+X

P3b: X-Y=VY-X

[1.5]
P.4. Ambas operaciones son distributivas, una respecto de la otra:
Pda: X+VY-Z=(A+Y -(X+2Z) (Lasuma es distributiva respecto al producto)
Pab: XyY+Z2)=X-Y+X-Z (Elproducto es distributivo respecto a la suma)
— - [1.6]

P.5. Complementariedad. Para cada variable X existe su complementaria Xy entre ambas se

cumplen las sigulentes condiciones:

PSa: X+X=]

P5b: X-X=0
S [1.7]
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Tablas de verdad

*Se representa el valor que toma la funcion para cada una de las posibles combinaciones de
sus variables

*Recoge todas las combinaciones de las variables de entrada y los valores que toman las
salidas..

o]
*
(e

b+c a*(b+c)

0

a*c (a*b)+(a*c)

0

Pl|lPr|lFP|P|O]J]O|OC|O|D
P |lP|]|O|O|FR,|FPLP|O|O|T
PR |O|lFR,P|O|FRLP|O|RL]|O]|O
VIV L (LY

Rlkr|kRr|lOo|rRr]|Rr]|R]|O
Rrlr|r|lolo|lo|o
R|lkr|lo|lo|lo|lo|lo|o
Frlo|lr|lolo|lo|lo|o
Rlkr|r|lo|lo|lo|o

Ejemplo. Demostrar las leyes de De Morgan mediante las tablas de verdad, para funciones
de dos variables. (a+b) =a * b’

al|b at+b (atb) a’ b’ a*b
0[O0 ] » 0 1 1 1 1
Ol1] > 1 0 1 0 0
1({0]|—> 1 0 0 1 0
111> 1 0 0 0 0
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Demostracion de postulados por induccion
completa

IR o
|

X
0
0
0
0
1

| 1
[ 1
1

— i T 0 e e D Ilq:
—_o = o= o= Of N

— ek () = e = D
et = B = - - R - T -l

son iguales

Figura 1.5. Tablas de verdad para demostrar la distributividad del producto respecto de la suma.
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Demostracion mediante diagramas de Venm

Y+Z

Figura 1.8. Demostracion de distributividad del producto respecto de la suma mediante diagramas de Venn.



Teoremas del Algebra de Boole

Teoremas
T.1: Doble complementacion Y-x  Leydeinvolucion
X+X =X
T.2: Idempotencia Yo¥ =Y
X+XY =X
T.3: Absorcion X(X+Y) =X
| X Y+X Y=X
T.4: Adyacencia (X+1)(X+7¥)=X
X+¥=X¥
T.5: Teoremas de DeMorgan: S
X ¥Y=X+¥




Leyes y Teoremas del Algebra de Boole.

Principio de dualidad.
. Cada identidad deducida de los anteriores axiomas, permanecera valida si
los elementos Oy 1y los operadores + y * se cambian entre si.

Ley de idempotencia. Para cualquier elemento del algebra de boole se verifica

CIUe:VaeBli:t2 o, | T TS ——
a*a=a Stas 2z propie a_l eS,anocone T olo p P e s
a+a=a postulado de existencia de T -
a*0=0 elemento neutro, definen la

~ sumay el producto logico. 1]+]0]1 1 0o
a+1=1 P P

Teorema de expansion de Shannon. Toda funcion se puede
descomponer
f(a,b,c,...)=a*fl+b+c+..)+a *f(0O+b+c+...)

Siendo f (1, b, c, ...) la funcidn resultante de sustituir, en la funcion original, todas las a por 1,

y las a’ por 0. El segundo término, f (0, b, c, ...) es la funcion resultante de sustituir
las a’ por O y las a por 1.



ALGEBRA DE BOOLE

Puertas basicas

Inversor o Negador (NOT): Puerta NAND —
NOT a b f
, a f a — 0 0 1
a — f: a S ) f=a-b
b 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0
Puerta AND
AND Puerta NOR
. - . : NOR
f=a-b |2l°1° a SN 2 I
b ol 1]o0 f=a+b
T T o] o b o T
1 1 1 ! ° 0
1 1 1
Puerta OR Puerta XOR
OR XOR
a | b | f a | b | f
2 j fza+p LOolo]o a %f ol o] o
= =a®b
b 0 1 1 b 0 1 1
1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 0




F=aeb

AND (Y) | F=aeb

== 0|0 L
—= |00 O
=000

a | b |F=a+b

0|0 0
OR(Q) | F=a+d | _] >— 0 | 1 1

110 1

1| 1 1

3| F=a
INVER | F=qa — >0 0 1

1 0




2P\ F=geb
0 0 1
NAND | F=aeb | _| P 0 | 1 1
1 0 1
1 1 0
a | blr_gyp
0 0 1
NOR | F=a+tb | _] > 0 | 1 0
1 0 0
1 1 0
a |b | F=g®b
0 0 0
exclﬁsive F=a®b D_ 0 |1 1
1 0 1
1 1 0




a F=a®b
NOR 0 0 1
exclusive | £ =a®b >O— 0| 1 0
1 0 0
1 1 1
a —q
Seguidor 3
Buffer F=a 0

== | O
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Simbolos

. Ecuacion l'ablade | -
Funcion - _ - Cronograma
111_5_’.11'11 SNorma ML Norma LEC Cirontto nsico verdad
5 A B|S
A |5 A [ ]
}Li Ao 5 | o oo —
GR H - ..'!.l t E >—H 5 31— 8 i ] |I-|. i B I
— 1 1
B _ I__,.-" i X i 5 b
% A EB|S A
A 5 PO s " A B o 0|0
AND S=A.B . |5 — o 1o '
B d-"'l B — i o | O
1 | 1

5
_ s X B AlS LA ]
NOT S-1 A—[>o— A v l_\l_®"1 o1 g l— —
INVERSOR L
A B|S i
_ - _ 5 L= A ]
_ ; A A B il
NOR | S4B "‘_Tl>oi | TP | Y - [ B
S=AB B—F_ i 1o 5 —
A B | S .—I
5=A-B A _H\.I 5 A'_ &S b -
NAND | . = = o— |= ] “p— A |
S=A+B | S A II
A B|S |, 1
xor |235%5%5(00) 0 e I S R s
= A-B + A-B Bﬂ";‘l — : ll-r I'Ir 5
A B|S A 1
S=A@B= |a— 5 |*— == o o1 . —
XNOR | _ 3§ a8 n:}i>3 b I Celo | oE s
5 5 AlS A I_I
EXCITADODR 5=A A _>_ A — ‘- oo 5 I_I
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1.4 Funciones Ldgicas: formas Canodnicas

F=fla.b.c,..) F(a.b.c) =abc+5(c+ﬁ}

Un conmjunto de variables logicas conectadas por cualquier combinacién de los operadores
basicos (suma, producto y complementacion) constituye una funcién légica, Més formalmente, una
funcion logica, f, de n variables, (x;, x,, ...x,), sobre un algebra de Boole B = {0,1}, es cualquier
aplicacion del producto cartesiano de B por si mismo n veces, B", en B.

M

ra L
. g

B"=BxBx---xB
B" S gy s B

[1.11]

Los elementos de B" son configuraciones logicas de n variables. Para n=2, tenemos cuatro
configuraciones (x; =0, x, =0; x; =0, x,=1; x;=1,x,=0; x;, =1, x, = 1). En general, para n
variables tendremos 2" configuraciones mutuamente exclusivas. Como para cada una de estas

L4

configuraciones la funcion logica puede asignarle un "1" 6 un "0", tenemos 22" funciones logicas
posibles.
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Funcion ldgica
m Variable logica

Se define una variable como un simbolo, por ejemplo “a”
gue representa a cualquiera de los elementos de un
conjunto B={0, 1} sobre el que se ha definido un algebra
de Boole.

m Elvalor de una funcidn

Se determina sustituyendo las variables por sus valores
en la expresion algebraica y aplicando las reglas definidas
para las operaciones suma y producto.

flc, b, a)

Ejemplo: Sea la siguiente: 0

e f=f(c,b,a)=ba+cba+ba+a

Si sustituimos cada variable por el valor que

representa {0, 1} obtenemos:
e f=f(c,b,a)=(1*1)+(1*1*0)+(0*1)+(1)=1

* Larepresentacion mediante tabla de verdad seria

la siguiente:

alalala|lo|lo|lo|lo|n
|2 |lO|lO|_|mr|O|O|T
= 1Ol ||~ || |0OC |
VN R N = T N - T S
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Funciones ldgicas equivalentes

Se dice que dos funciones ldgicas son equivalentes, si ambas tienen la misma
tabla de verdad y por lo tanto describen la misma funcion de conmutacion.

Ejemplo:
Sea la anterior funcion: f,=ba+cba +b'a+a

Determinar si la siguiente funcion es equivalente a f;:
f,=cb+a

Representamos ambas funciones mediante tablas de verdad y si obtenemos el mismo
resultado, entonces son equivalentes:

—h

=
—h

N

Ambas funciones son
equivalentes, ya que
obtenemos la misma
tabla de verdad.

Rlkr|Rr|[r|lo|lo|lo|lo|o
Rrlkr|o|lo|lr|r|lo|lo|o
Rrlo|lrRr|lo|lr|lo|lr|o|w
Rlkr|Rr|lOo|lr|lo|lr]|oO
RlkRr|Rr|lOo|lRr|lOo|lr]|O
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Representacion de las funciones logicas en su

forma canonica

Se define término canodnico, a la suma o producto en el que aparecen todas las
variables de la funcion, bien sea en su forma directa o negada.

Ejemplo:
Sea la funcion: f (a, b, ¢)= abc’ + ab’c’ + ac + b’c

|Terminos canénicos|

Los términos en los que aparecen todas las variables definidas en la funcion son abc’y ab’c’.

Para transformar los otros 2 términos a terminos canoénicos, habra que anadirles las variables
gue faltan de forma que no varie el resultado.

Para ello afiadimos la variable en su forma directa y negada de la siguiente forma:
ac =abc +ab’c

b'c=ab'c + a'b'c

Una funcion formada Unicamente por términos candnicos, diremos que se llama funcidn
canonica.

Los términos canodnicos reciben el nombre de producto candnico (minitérminos) 0 suma
canonica (maxitérminos) cuando esta formado Unicamente por productos o por sumas
respectivamente.
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1.4.1 Forma Normal Disyuntiva

m Expresa una - ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD +
funcion légica ABCD + ABCD
como suma de
productos. Froadas
Cada producto — |
coc?tielne a ?7 inimor
todas las I o=
variables, s = =
negadas o sin = %é} sl
negar, sin ‘ —H o
repetirse Dins B
ninguna e e NS

Coeficientes de Control

xp xpm ) a |\ fo fi fo Sz e Sfo e fra JI5
0 0 mp (| ap 0 0 0 0 I 1 !
0 1 mp i ay 0 0 0 0 0 1 I
1 0 mz (| az 0 0 1 1 0 . ) !
1 1 m3 || as 0 1 0 1 1 0 I




Término
minterm

| === (OI00 0 m

~Naogbkl N~ O

=S A OO0 =2 =200 O
= 0O=0 =10 =0 O
_— |t [ [ | = = [ O M

Minterms: Se toman las salidas que son “1” y se expresa como suma de términos producto en
los que las variables que son “1" se expresan como literales y las que son “0” como
invertidas.

F(a.,b,c)=abc+abc+abc+abc+abc = F(a,b,c)=m +m,+m,+mg;+m, = Zm(l,Z,S,G, 7)
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1.4.2 Forma Normal Conjuntiva

m Expresa una funcién logica como productos de sumas. Cada suma
contiene a todas las variables, negadas o sin negar, sin repetirse ninguna

F(a.b.c)=(a+b+c)a+b+c)a+b+c)

X, X, miniterms coeficientes Maxterms coeficientes
o o X x,=m, a, x,+x,=M=m, A,
o 1 X, x,=m, a, X, +x,=M=m, A,
1 0 XX, =1m, a, x, +x,=M,=m, A,
1 1 XX, =m, a, x, +x,=M,=m, A,
= Z a; - m; 3 | |
f" "F‘M - (A. +M .')

a; = 1 si el miniterm esta presente
a, = o sino esta presente A, = 0 si el Maxterm esta presente

A, = 1 sino esta presente




Representacion de las funciones logicas en su forma canonica

Ejemplo:

Obtener la funcién canonica a partir de la tabla de verdad siguiente:

RPRl|O|O|FRP|FPLP|O|O|T

O|FrRr|O|FR,|O|FRL,|O|D

P |O|lFRP|RP|O|FRL|O|=—

Pl |IP|IP|O|O|OC|O|O

1

1

1

Se puede resolver de 2 maneras, utilizando los minitérminos o los
Maxitérminos ya que el enunciado no dice nada concreto.

Utilizando minitérnimos:

Sumaremos aquellos en los que la funcién vale 1, por lo tanto sera:
f=2m =mg+my+m,+ mg + m,

f=001+ 011 + 100 + 110 + 111

f=c'b'a+ c’ba+ cbh’a’ + cha’ + cha

Utilizando maxitérnimos:
Multiplicaremos aquellos en los que la funcion vale 0, por lo tanto sera:

f=TIM, = My*M,*M,



a.1: Elegimos las filas en las que F = 1y sumamos los términos minimos (productos de las
variables) de las filas correspondientes.

A B Minterms Maxterms | F=Anticoincidencia
0 0 | mo—AB | M0O=A+B 0
0 | mi=AB | Mi=A+B 1
1 U | m2=AB | M2=A+B 1
1 1 m3=ABE M3=A+B 0

Asi, la expresion de F representada mediante minterms es:

F=A®SB=ml+m2=AB+AB
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b) Representacion en la Forma Normal Conjuntiva (ver pag. 36) en la que se representa la
funcion mediante producto de sumas (producto de términos maximos). YVeamos dos formas

de hallar esta representacion:

b.1: Elegimos las filas en las que F=0 y multiplicamos los términos maximos (sumas de las
variables) de las filas correspondientes.

A B Minterms Maxterms F=Anticoincidencia

0 | 0| mo—AE | MO=A+B 0
O T | mi=AB | M1=A+B 1
1 U | m2a=AB | M2=A+B 1
1 1 | m3=AB | \g=4+B 0

Asi, F=MO-M3=(A+ B)(E +§)_ Esta es la expresion de F representada mediante
maxterms.

Veamos que esta funcion también coincide con la funcién calculada anteriormente. En
efecto,

0 0
‘ 4

F=M0 -3 =(A+B)[A+B =¢fﬁ+AE+EB+q,B=AE+EB=A@B

Operando
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Decimal ABCD minterm Maxterm
0 0000 A-B-C-D A+B+C+D
1 0001 A.B-C-D A+B+C+D
2 0010 A.B-C-D A+B+C+D
3 0011 A-B-C-D A+B+C+D
4 0100 A-B-C-D A+B+C+D
5 0101 A-B-C-D A+B+C+D
6 0110 A-B-C-D A+B+C+D
7 o111 A.B-C-D A+B+C+D
8 1000 A-B-C-D A+B+C+D
Y 1001 A-B-C-D A+B+C+D
10 1010 A.B.C:D A+B+C+D
11 1011 A-B-C-D A+B+C+D
12 1100 A-B-C-D A+B+C+D
13 1101 A-B-C-D A+B+C+D
14 1110 A-B-C-D A+B+C+D
15 1111 A-B-C-D A+B+C+D
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Binary To Decimal Conversion

Exponent 27 206 245 284 243 262 241 280

Bits 11 1 1T 0.1 0

Add these numbers
together
Decimes

A 1 in this position  ADIN any position
means 64 is added means that 0 is
to the total. added to the total.

11110101 in Binary = Decimal Number 245

Tema Il
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Converting an |Pv4 from Binary to Dofted Decimal Notation
Binary |Pv4 address 10101100000100000000010000010100

Divide the 32 bits 10101100000100000000010000010100
into 4 octets —_
k//:-;f
10101100 00010000 00000100 00010100
.-""f f"f
Converteach 4 ¥ / /
octet to — r— o =1
; |y 128 =128 (%128 =0 0lx128= 0lx128=0
decimal
I xed4=10 x84 =0 0ix 64 0 x6d4=0
| lx32=32 (0lx32=0 (1% 32 0lx32=0
0lx16=0 11%16=186 0lx 18 1 x16=16
[IxB=8 Dixa=0 DixB= 0x8=10
dEEf“hf'“‘?‘ {xa=4 0x4=0 {ixa= 1ixa=4
_“’mm:zﬂ ilx2=0 0x2=0 0lx2= 0lx2=0
5 separale 01 =0 0xi=0 0ix1= 0lx1=0
bya"” — - Sl S

-
{70

20

o
172.16.4.2

Decimal IPv4 address

Tema Il



Xy X X-OR NAND NOR
0 0 0 1 !
0 1 I ! 0
1 0 ! 1 0
1 1 0 0 0
Representacion
por U U U'
minterms 2m(l,2) 2m(0,1,2) 2m(0)
Maxterms [1nrq0,3) I1a¢3) [1Mm¢1,2,3)

Figura 1.20. Representacion por munterms y por maxterms de las funciones X-OR, NAND y NOR.
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Ejercicios (I) Dadas las siguientes funciones de tres variables en representacicn por minterms,

obtener su representacion por maxterms

a) [ =Y mf01267)
b)  fm=Ym(23456)

Seolucion

a) La expresion en minterms de f, (f;,), nos da los “1” de /7 Busquemos entonces sus ceros que
estaran en las lineas complementarias de la tabla de verdad, es decir en (3,4,5). Por consiguiente,

podremos escribir directamente que la expresion maxterms de fes:

Su=MzMyMs [1.32]
b) fu =Y m(23456)
fm =2 m(017)

far = fon = Em(0,1,7)=mg m; m;=MyM; M [1.33]



Conversion de expresiones a forma candnicas

Se llama expresion normalizada a la que esta formada Unicamente por términos
canonicos, y todos ellos estan representados como suma de productos o producto

de sumas. f(cba=cb+cba Normalizadas
f(c,b,a)=(c+b)(c’+b+a)
f(c,b,a)=c(b+b'a)+b No normalizada
Las expresiones no normalizadas se pueden normalizar operando con ellas.
Ejemplo:

La siguiente funcion no normalizada f=c (b + b’ a) + b, se puede normalizar de la siguiente
forma:

Hay que expresarla en suma de productos o producto de sumas.
En nuestro caso, si desarrollamos los paréntesis, obtenemos la suma de productos.

f=c(b+b'a)+tb=cb+cb’a+b

Para convertir funciones no normalizadas a candnicas

En el caso de suma de productos, se multiplican los términos a los que le falta
una variable, por dicha variable y su negada.

En el caso de producto de sumas, a cada factor que le falta una variable, se le
suma dicha variable y su negada.



Conversion de expresiones a forma candnicas

Ejemplo:
La funcion anterior, es normalizada, pero para transformarla a su expresiéon canodnica

realizaremos los siguientes pasos:

f=cb+cba+b
—— ——

(a+a) (ca+ca +ca+ca)

Al primer término le falta la variable ““a”’, por lo que multiplicamos el término por dicha variable y su
negada.

f=cb(a+ta)+cb’'atb =cba+cba+cba+hb
El Gltimo término le faltan las variables ““a” y ““c”, por lo que multiplicamos por cada una de ellas y su

negada.
f=cbat+tcba+cba+b(ca +ca+ca +ca)
f=cba+cbha+cba+cba+cba+cba+cba

De esta forma tenemos finalmente la transformacion de una expresion normalizada a su expresion

candnica.

f=cba+cba+cbhb a+c’ba+c’ba+cba+cba
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1.- Dada la funcion de 2

variables, f = xox: + x,x,, expresada en su
forma normal disyuntiva (suma de
minterms) ;cual es la representacion de
esta misma funcién en su forma normal
conjuntiva (producto de maxterms)?.

a) f=(x,+x) ;q:;. +E1)

— — —
b) f=lx,+x) lxo+x

) f = .,1:04‘;1 C\WYo T
d) f:(,rﬂ+xl)~[xﬂ+;1)
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1.5 Otras Representaciones Completas

xr | Xz T x| x|
0 0 1 0 0 ]
0 1 1 0 1 0
I 1| o | 1 1 o e
1 1 [/ 1 1 0
x; T xo=x) x24 X7 Izixf-_rm2= R

b of | \L X=xpxa=x5 +x>

=X;Xx3=Xx] t X2

Figura 1.21. Definicion de los operadores NAND y NOR.



Figura 1.22. Sintesis del conjunto completo (AND, OR, NOT). (a) Usando sélo operadores NAND. (b) Usando
solo operadores NOR.
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Ejercicio: Representar con solo puertas NAND la siguiente funcion:

A=XYZ+XYZ+X(Y+Z)

Para el paso a NAND podemos usar el siguiente procedimiento general:

1. Obtener una expresion minima en forma de suma de productos (este apartado
lo veremos al comentar ¢l objetivo 6).

2. Complementar dos veces. Al complementar dos veces hemos dejado la funcion
como estaba, por lo que siempre podremos hacerlo.

3. Aplicar los teoremas de De Morgan. La aplicacion repetida de los Teoremas de

De Morgan debe pararse cuando:

a) Solo encontramos variables negadas {:‘?,?} que se sintetizan con un

inversor, el cual es un caso particular de una puerta NAND en la que se
unen las dos entradas.

b) Sdle encontramos negaciones de productos ( X Y . XY yere )
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Solucion:

De acuerdo con el procedimiento descrito, primero complementamos dos veces. Asi,

A=A=XYZ+XVZ+X(Y+Z)=XYZ+XYZ+ XY + XZ [1.43]

A continuacion aplicaremos los teoremas de DeMorgan, resultando:

A=XYZ+XYZ+ XY + XZ = XYZXYZXYXZ [1.44]

Por dltimo, comprobaremos con la tabla de verdad que ambas representaciones [7.43] v [1.44]
coinciden.

| | = =1
x v z|xvz {xvz| x(v+Z XYZ | XY | XZ I A [1.44]
L—-# s = S
o 0 o] 0 0 0 i I 1|1 0
o o 1| o 0 0 i I 1|1 0
0o 1 ol o 0 0 I I I i 0
o 1 1| o | o 0 i ] Pl 0 I
10 o] o0 0 I i ] I | oo 1
;10 1| o 0 0 I 1 1| 0
;o1 o) i 0 1 0 I o | 0 1
| 1 ILﬂ i 1 I 0 0 | 1 1

Figura 1.23. Tabla de verdad para demostrar que las expresiones [/.43] y [1.44] coinciden.
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R.1.11:
1°.

o

Los pasos a seguir para expresar una funcion con solo operadores NAND son:

Obtener la expresion minima como suma de productos.

. Complementar la expresion resultante dos veces, lo que es equivalente a dejarla tal cual.
3°.

Aplicar reiterativamente los teoremas de De Morgan hasta obtener la funcion expresada
salo con varnables negadas y con productos negados.

Veamoslo a través de un gjemplo:

Sea la funcién logica: f=XYZ+ XY +_}(Z
1°. Minimizamos: F=XYZ+XY+XZ=XY(Z+1)+XZ=XY +XZ
puesto que {E+’U=?

2°. Negamos dos veces: = XY + XZ =i="' = XY + XZ

3%, Aplicamos De Morgan reiteradamente: f=XY+XZ=XY XZ (aunque en

este caso solo ha hecho falta aplicar De Morgan una vez para obtener la expresion
con solo operadores NAND).
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Para expresar una funcion con soélo operadores NOR el procedimiento es analogo, solo
que detenemos la aplicacion reiterada de los teoremas de De Morgan cuando tengamos
la expresion expresada solo con variables negadas y con sumas negadas.

Veamos ahora la forma de representar la misma funcion con sélo puertas NOR.

Los 3 pasos anteriores son comunes. Por tanto, partimos de la expresion:

F=XY XZ

Si seguimos aplicando De Morgan reiteradamente obtenemos:

f=XY XZ-= X’+?)[X+E)=E+ﬁ_f)+ [}:'+f)

Como podemos observar, la funcion f esta expresada como la funcién OR (no NOR) de
dos funciones NOR. Por lo tanto, como tenemos que expresarla en funcion solo de NOR,
tendremos que ver la forma de pasar de la OR a la NOR. Esto se consigue directamente
negando la expresion dos veces. Asi, en este caso conseguimos la funcién NOR de la
NOR de dos funciones NOR. Es decir:

f:(f+?]+(k’+f)=&+?)+(}(+fj
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Metodo grafico

Figura 1.28. Implementacion de los teoremas de DeMorgan
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Negar las salidas de las puertas de primer nivel y las
entradas de las puertas de segundo nivel
Las dos negaciones hace que el resultado no cambie

AL,

Figura 1.29. Tlustracion del método grafico.
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1.6 Analisis y Sintesis
ANALISIS

Analizar un circuito légico es encontrar la funcion logica que caleula, a partir

del esquema de conexion de las variables de entrada con los distintos operadores
hasta llegar a la variable de salida.

B —
AB ! AB
La forma de analizar un circuito es seguir el camino de la senal
desde la entrada hasta la salida, anotando las transformaciones

gue introducen los operadores que se encuentran en el camino

Figura 1.30.
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Sintesis

[.as dos fases esenciales en todo proceso de sinfesis son:

Fase a: Paso de una descripcion en lenguaje natural a una funcion logica.

Fase b:  Paso de una funcion logica a su circuito correspondiente.

Ejercicio: Obiener una descripcion ligica, incluyendo la seleccion de variables de enirada y
salida, de un circuito con dos entradas y dos salidas tal que la primera salida esié en
alta cuando el valor en las dos entradas es el mismo y la segunda salida estd en alta
cuande no coinciden las entradas. Obtener también el circuito que implementa dichas

funciones
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Fase a: Paso de una descripeion en lenguaje natural a una funcion logica.

1. Empezamos asignando dos variables (X, Y) a las entradas y otras dos (4,B) a las salidas.

X— —

()

Y —— ——— B

2.  Construimos una tabla de verdad en la que describimos las cuatro configuraciones logicas

posibles en la entrada y ponemos un uno en los términos minimos que hacen pasar 4 a alta y en

otra columna, los gque hacen pasar B a alta.
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S1 hacemos la sintesis usando los térmimos minimos tomamos las configuraciones de entrada

que hacen que la salida sea 1. Asi, para la funcién 4, tenemos:

A=XY+X7Y [1.48]

Analogamente para la salida obtenemos: B=XY+ XV [1.49]
Es decir, la funcién A es la coincidencia v la B la anticoincidencia 6 OR exclusivo.
Asi, A=X@Y y B=X&Y [1.50]

Fase b: Paso de una funcion légica a su circuito correspondiente.
’ IDD‘
A
Y
B

Figura 1.33.
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1.7 Introducciéon a la minimizacion

tambien minimo.

Minimizar una funcion logica es obtener la expresion mds simplificada posible
para la misma de forma que el numero de operadores necesarios para su sintesis es

2)  f=AB+C(4B+C)= AB+CAB+CC = AB(C +.1)= 4B

o 17
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Medianie las técnicas del dlgebra de Boole, simplificar la siguiente éxpresién:
AB+AB+CYy+ BB+O)
Solucion

El método que se aplica no es necesariamente el dnico posible.

Paso 1. Aplicar la ley distributiva al segundo vy tercer término de la expresién del
siguiente modo:

AB+AB+AC+BB+B‘C
Paso 2, Aplicarlaregla 7 (BB B} al cuarto término:
AB+ AB+AC+ B+ BC
Paso 3. Aplicar laregla 5 (AB + AB = AB) a los dos primeros términos:
AB + AC + B + BC
Paso 4. Aplicar laregla 10 (B + BC = B) a los dos dltimos términos:
AB +AC+ B
Paso 5. Aplicar lategla 10 (AB + B = B} a los tSrminos primero y tercero:
| BHAC

En este instante, la expresion ya no puede seguir simﬁlificéndose Segiin se vaya adqui-
riendo experiencia en la apllcacmn del dlgebra de Boole, se podrin combinar muchos
pasos mndividuales.



A .
s = a2
X2X3 ‘ '
- 00 01 11 10
NG 000 001 011 010
Xy
x 00 | 01 0
{ 1 1| 11 100 101 111 110
m
s " EIRETRY!
(a) (b) (c) m, ms ",

Figura 1.37. Simplificacion de funciones usando diagramas de Karnaugh. Ver descripcion en el texto.




B BC
A 0 1 A 00 01 11 10
n, m, m, m, m, m,
o | AB AB o | ABC | ABC | ABC | ABC
m, m, m, m,] m,] m,
1 | AB AB 1 | ABC | ABC | ABC | ABC
CD
AB 00 01 11 10
m, m, m, m,
oo | ABCD | ABCD | ABCD | ABCD
m, m, . m,
o1 | ABCD | ABCD | ABCD | ABCD
m,. m, | m,, m,,
11 | ABCD | ABCD | ABCD | ABCD
my m, n,, m,,
10 | ABCD | ABCD | ABCD | ABCD
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a) [=XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ=Ym(01237)

Figura 1.40. Mimimizacion por diagramas de V-K de la funcion f=Xm¢0,1,2,3,7).



Simplificacion con los ceros; el resultado hay que complementarlo

— i_x‘i*]_
[ f=XZ+ XY

Figura 1.41. Minimizacién por diagramas de V-K de la funcién f=2m(4,5,6).
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b) f=XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ=Sm(02347)

Figura 1.42. Minimizacion por diagramas de V-K de la funcion f=Zm(0,2,3,4,7).



¢) [=XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ+XYZ=Sm(012346)

En esta funcién, dado que el nimero de “0” es menor que el de “1” la minimizamos tomando

los ceros, Asi, obtenemos:

YZ YZ YZ YZ YZ
U ! U i
X 1] 01 11 10
¥ =0 1 1 | 1 1
vo1l 1 | Le o) I

5| |

\

— L

[ F=xz

Figura 1.43. Minimizacion por diagramas de V-K de la funcion f~3m(0,1,2,3,4,6)

Ahora para obiener la expresion de la funcion f minimizada deberemos complementar el

resultado. Es decir,

f=XZ=X+Z
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a) f=%m(02345673812) [1.78]

| r=FZwxir |

Figura 1.45. Minimizacion mediante diagrama de V-K de la funcién de cuatro variables f=2m(0,2,3,4,5,6,7.8).



YL YZ YZ YZ Yz
U U U U
WX 01 11 10
TG 0 0 k
WX = 00455555 0 | 3/ 2
B 0 0 0
W 4
st ==\ 5 ﬁ 6
o
wx=1 | 28 \U ?/ 0
'..'::.-:.*JI 12 13 15 14
Y ﬂ IJ.rG
H;-F_ |
X = 10 o % . g o
H‘-._
4

Figura 1.46 Minimizacion mediante diagrama de V-K de la funcion f=2m(0,2,4,8,10,12).



YZ 73

I

WX 00

— 1
WX = 00 .

_ 1

WA =0l

o

WX =11 1
12

— 1
WX = 10 ;

(=7 )

Figura 1.47. Minimizacion de la funcion /=Zm(0,2,4,8,10,12) agrupando los ceros.



e e e o e . e

I

WX =1l Lmd'

P ¥
% — —
f=WX+XZ+XYZ ]

Figura 1.48. Minimizacion de la funcion f=Xm([,3,6,9,13,14,15+Zd(8,11,12).
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m Clase ponferrada

O http://www.intecca.uned.es/portalavip/grabacion.php?
ID Grabacion=58250&ID Sala=61016&hashData=57
bd49de0e2c0342924e76fccOalfefa9&paramsToChec
k=SURfR3JhYmFjaW9uLEIEX1NhbGEs

m Karnaugh
O http://www.youtube.com/watch?v=DwdyHY 3-nGs



http://www.intecca.uned.es/portalavip/grabacion.php?ID_Grabacion=58250&ID_Sala=61016&hashData=57bd49de0e2c0342924e76fcc0a0e0a9&paramsToCheck=SURfR3JhYmFjaW9uLElEX1NhbGEs
http://www.intecca.uned.es/portalavip/grabacion.php?ID_Grabacion=58250&ID_Sala=61016&hashData=57bd49de0e2c0342924e76fcc0a0e0a9&paramsToCheck=SURfR3JhYmFjaW9uLElEX1NhbGEs
http://www.youtube.com/watch?v=DwdyHY3-nGs
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SELECTITH ACTIVE-HIGH DATA
M=H M= L; ARITHMETIC OPERATIONS
sz s2 s1 S0 LOGIC Cnh=H Ch=L
FUNCTIONS {no carry) {with carry)
L k. L L F=A F=A F=APLUS1
L L L H F=A+B F=A+8B F=(A+B)PLUS 1
L L H L F=AB F=A+8 F=(A+B] PLUS 1
L L H H F=0 F = MINUS 1 {2's COMPL) F = ZERO
L H L L F=AB F=APLUS AB F=APLUS AB PLUS 1
L H L H F=8B F=(A+B) PLUS AB F=(A+B)PLUS AB PLUS 1
L H H L F=A@®B F = A MINUS B MINUS 1 F=AMINUS B
ki H H H F = AB F= AB MINUS 1 F=AB
H L L L F=A+B F=APLUS AB F=APLUS AB PLUS 1
H L L H F=A®B F=APLUSB F=APLUSBPLUS
H L H L F=B F=(A+B) PLUS AB F = (A + B) PLUS AB PLUS 1
H L - H F=AB F = AB MINUS 1 F=AB
H & L L F=1 F = APLUS AT F=APLUS APLUS1
H H L H F=A+B F={(A+B)PLUSA F=(A+B)PLUS APLUS 1
H i H L F=A+B F={A+B)PLUS A F=(A+B)PLUS APLUS1
H H H H F=A F=AMINUS 1 F=A
t Each bit is shifted to the next more significant position.




1.- El circuito de Ia figura corresponde a la implementacion de la funcion
universal realizada con términos maximos. ;Queé funcion realiza
cuando la palabra de programacion es: A= (A3 A2 A1 A0) =10017?

X Y

740
UTA

—

1
3
2) 7432 1 o
) UBA 5
7430 -3 1 g a0
2 2% 7432 >3 |
1

184
7408 Rs
F

1 e U13A E'_
} 7432 2 iL
2 o) ™32 ) LA
1 Um’ﬂ‘a 1 Jian 2| TA08
Lt
AD A1 AZ A3
a) F=X®Y, b)|F=X®Y| ¢c) F=X+Y, d) Ninguna de las anteriores.
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4.- ;(Cudl de las 4 soluciones dadas es la funcién

que realiza el circuito de la figura?.

a) [f=A®@BeC

b) s=(aBC)laBC)ABC

¢ f=(ABC)(ABC)(aBT
d) f=A®BBC

e ]

La funcion XOR de tres variables es:

A®BeC-(AeB)oC=-(AB+ABlec-[AB+AB|c+(AB+AB|C-

_aB+AB)c-(aB+AB|C-A

BC+ABC+ABC+ABC
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Simplificacion de funciones.

Ejemplo:

Simplificar la siguiente funcién aplicando las leyes del Algebra de Boole.
XZY+(XZ'Y+ZX)(Y(Z+X)+Y'Z+Y'XZ)

Comenzamos desarrollando la funcion:

XZ'Y + (XZY+ZX)( Y(Z+X)+Y'Z+Y'XZ")

XZY + (XZY+ZX) YZHYX+Y'Z+Y'XZ)

Eliminamos las variables en una suma que aparezcan en su forma normal y negada:
XZY + (XZY+ZX)WYZ+YX+Y'Z +Y'XZ)

XZY + (XZY+ZX)(Z (Y+Y')+YX+Y'XZ")

Desarrollamos el producto:

XZ'Y + (XZ'Y+ZX') (Z +YX+Y'XZ))
XZ'Y + XZ'Y ( Z+YX+Y'XZ)+ZX( Z +YX+Y'XZ)

XZY + XZYZAXZYYXAXZNYY' XL +ZXZ+ZXYX+ZXY' XZ

Eliminamos los términos que tengan un producto entre una variable y su negada:
XZ'Y + Mmz’wx +xz>sQZ'+ZX'z +M+2>QZ’

XZ'Y + XZ'YYX+ZX'Z

Eliminamos las variables repetidas en los términos producto:

XZY + XYY X+ ZX'Z
XZY + XZ'Y+ ZX
XZ2’Y + ZX



Simplificacion de funciones. Mapas de Karnaugh.

Las tablas se rellenan colocando un 1 en las casillas de los terminos que cumplen la
funcion en forma de suma de productos.

Para simplificar se toman los mayores grupos posibles formados por potencias de 2
gue sean adyacentes.

a|b| c | d|flabc) Karnaugh de 4 variables Las variables “c” y “a” aparecen en sus
olo] o] o 1 od formas normal y negada.
Este término queda como b’d’.

°0jojo]1 0 ab o0 | o1 | 12 | 10 q
ofo| 1] o0 1 P e

00 v o [ 1 o1
olof 1] 1 1 S : 5/'

01 1.1 o [:1 |1
of1]l 0] o0 1 S S e
N T T 11 o\ [ o | o | o)
ol1| 1| o0 1 10 1]\ 0 0 5'1
ST . 1 : La “d” aparece en ambas formas, al
oo g . igual que la “b” por lo tanto estas dos

variables quedaran eliminadas.

I B 0 Este término queda como a’c.
110 1 0 1
110 1 1 0
L]r]oqo 0 La variable “b” y la “c” aparecen en sus La funcién simplificada que
I O 0 formas normales y negadas. como:
1l1f1fo 0 Este término queda como a'd’. f=zac+ad +b'd’
111 1 1 0
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Simplificacion de funciones. Mapas de Karnaugh.

El circuito I6gico que determina la siguiente funcién quedarad como sigue:
f=ac+ad +b'd

a b c d

Iy | 7

f=ac+ad+b'd

QU0



Funciones incompletamente definidas

Se dice que una funcion esta completamente definida si para cada una de las
combinaciones posibles de sus variables, la funcion toma un valor determinado, ya

sealoO.

Aquellas funciones en las que alguna de sus combinaciones de variables toma
cualquiera de los valores posibles, es decir, que es indiferente que sea un 1 o un 0O,

se llaman incompletas y se representa con una “X”

fcompleta (C’ b1 a) = Z3(1, 3, 5, 6, 7)

fincompleta (€ D, @) = 25(1, 3, 6, 7) + X(2, 4, 5)

Completa

Incompleta

0

0

Rlkr|Rr|[r|lo|lo]lo|lo|o
Rrlkr|o|lo|lr|r|lo|lo|o
Rrlo|lr|lo|lr|lo|lr|lo]|w
Rrlkr|Rr|lo|lr|o]|r

RPlRr|X|X]|Rr]|X]F
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Simplificacion de funciones. Mapas de Karnaugh.

Ejemplo:
Determinar la tabla de verdad y obtener un circuito l0gico que satisfaga un sistema digital cuya
funcion incompletamente definida es la siguiente:

f=2%5(0, 6, 7) +X(1, 2,5)

Tabla de verdad: Circuito logico: Simplificacion por Karnaugh:
albl ¢ f(c, b, a) a b c Karnaugh de 4 variables

olo| o 1 be

olol 1 X ?7 % a _ __99 o1 | 1 1o
o[1]o0 X O L] x| 0 X |
0[1]1 0 1 0 X w1 1.1
1|0fo0 0

101 X f=ab +a'c
1|10 1

1111 1 1 f=ab +a'c




01

11

1o

T
H\ﬂﬂ
00

Kamaugh de 5 vanables

001

on

010

110

m

101

1104
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